
�� Turingi masinad

���� Turingi masina m�oiste

Algoritm on eeskiri� mis m��rab teatavat liiki �lesannete lahendamiseks va�
jalikud operatsioonid ja nende j�rjekorra� �ks vanemaid ja tuntumaid on an�
tiikajast p�rinev Eukleidese algoritm kahe naturaalarvu suurima �histeguri
leidmiseks� Sajandite v�ltel algoritme on koostatud palju� n�iteks kuupv�or�
randi lahendamiseks� arvude tegurdamiseks� esemete optimaalse valiku v�oi
paigutuse leidmiseks jne�

Teiselt poolt aga kogunes ajapikku �lesandeid� mille jaoks ei �onnestu�
nud leida ei efektiivset ega �le�ldse �htki algoritmi� K�oige tuntum sellis�
test �lesannetest on Hilberti k�mnes probleem	 leida meetod� millega saaks
kontrollida� kas suvalisel t�isarvuliste kordajatega n�muutuja pol�noomil on
t�isarvuline nullkoht�

Niisuguses olukorras on m�oistlik p��da v�lja selgitada �lesannete klassid�
milliste lahendamiseks leidub algoritm ja milliste jaoks ei leidu� K�oigepealt
tuleb aga t�pselt 
kseerida� mida m�oista algoritmi all� Erinevaid de
nitsioone
on mitmeid� meie vaatleme nendest inglise matemaatiku A� Turingi �����
���� oma� mille ta esitas aastal ����

Turingi masin koosneb j�rgmistest komponentidest	 lint� lugev�kirjutav
pea� sisem�lu ja tabel�

Lint on m�olemast suunast l�opmatu ning jagatud �hesuurusteks lahtri�
teks� Igasse lahtrisse v�oib olla kirjutatud �ks s�mbol l�oplikust t�hestikust
fs�� � � � � smg v�oi t�his�mbol s�� Eeldame� et alguses on lindil vaid l�oplik hulk
t�his�mbolist erinevaid s�mboled ja et k�oik �lej��nud lahtrid on t�idetud
t�his�mbolitega�

Lugev�kirjutav pea v�oib liikuda m��da linti lahtrist lahtrisse� lugeda laht�
ris oleva s�mboli v�oi kirjutada lahtrisse seal oleva s�mboli asemele teise�

Sisem�lu on igal ajamomendil �hes l�oplikust hulgast seisunditest� Seisun�
did jagatakse kahte liiki	 aktiivsed seisundid q�� � � � � qk ja passiivsed q

���
� � � � � �

q
�l�
� � Kui passiivseid seisundeid on ainult �ks� siis j�tame �lemise indeksi kir�
jutamata� Masin alustab t��d seisundis q�� t�� k�igus v�oib ta siirduda �hest
seisundist teise�

Tabel sisaldab instruktsioone pea tegevuse ja seisundite muutumise kohta�
Iga selline instruktsioon esitub k�su kujul

saqb � scqdK�

kus sa ja sc t�histavad s�mboleid �� � a� c � m�� qb ja qd seisundeid �� � b �
k� � � d � k� ning K on �ks t�htedest L� R� C� Sama vasaku poolega k�ske
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ei tohi olla rohkem kui �ks� Vasaku poole j�rgi koondatakse k�sud tabelisse

s� � � � sa � � � sn
q�
���
qb scqdK
���
qm

M�oned lahtrid v�oivad ka t�hjaks j��da� kui vastava vasaku poolega k�sku ei
ole� K�skude tabelit nimetatakse ka masina programmiks�

Turingi masin t��tab taktide kaupa� Oletame� et pea all on s�mbol sa
ning masin on seisundis qb� Kui tabeli lahtris� mis vastab s�mbolile sa ning
seisundile qb� leidub k�sk scqdK� siis kirjutatakse lindile s�mboli sa aseme�
le s�mbol sc� masin l�heb seisundist qb seisundisse qd ning pea liigub �he
positsiooni v�orra vasakule� �he positsiooni v�orra paremale v�oi ei liigu �ldse
vastavalt K v��rtusele L� R v�oi C� Sellega on �ks takt l�bi� J�rgmisel tak�
til kogu tegevus kordub� Masin l�opetab t��� kui ta l�heb mingi k�su toimel
passiivsesse seisundisse v�oi kui t�itmisj�rg j�ouab t�hja lahtrisse�

Vaatamata sellele� et Turingi masina operatsioonid on v�ga elementaar�
sed� pole siiani leitud algoritmi� mida ei saaks temal realiseerida �j�tame
k�orvale niisugused� mis kasutavad n�iteks juhuslikkust mingi f��sikalise prot�
sessi n�ol�� Algoritmi t�itmiseks kulunud taktide arv sobib seega tema kee�
rukuse m�o�oduks�

���� Turingi m�ottes arvutatav funktsioon

Kuna Turingi masina m�oiste on kasutusele v�oetud algoritmide teoreetiliseks
uurimiseks� on tema praktilise kasutamisega seotud k�simused teisej�rguli�
sed� Teoreetilisest seisukohast pole t�htsust� et Turingi masinaga ei saa la�
hendada mitmeid t�nap�eva arvutite standard�lesandeid� n�iteks joonistada
ekraanile pilte v�oi printida teksti� Koosk�olas masina ehitusega on uuritavad
k�simused p�ohim�ottelist ja fundamentaalset laadi� J�rgnevas v�otame vaat�
luse alla naturaalarvuliste funktsioonide arvutatavuse� K�oigepealt tuleb aga
kokku leppida� kuidas arve Turingi masina lindil esitada�

Fikseerime t�hestiku j�rgmiselt	 s� � �� s� � �� s� � I� Naturaalarvu x

esitus lindil olgu
� II � � � I� �z �
x kriipsu
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ja naturaalarvude j�rjendi �x�� � � � � xn� esitus

� II � � � I� �z �
x� kriipsu

� II � � � I� �z �
x� kriipsu

� � � � II � � � I� �z �
xn kriipsu

�

Neid kokkuleppeid arvestades saab de
neerida� mis on Turingi masina poolt
arvutatav funktsioon ja mis on Turingi m�ottes arvutatav funktsioon� Funkt�
sioonid v�oivad olla mitme argumendiga �nmuutuja funktsioonid� ning v�oivad
teoreetiliste konstruktsioonide h�olbustamiseks olla ka mitte k�oikjal m��ra�
tud�

Definitsioon �� Turingi masina M poolt arvutatav funktsioon
fM�x�� � � � � xn� de
neeritakse j�rgmiselt� Eeldame� et masina t�� alguses on
lindil

� II � � � I� �z �
x� kriipsu

� � � � II � � � I� �z �
xn kriipsu

ja pea asub viimase nulli kohal� Kui masin peatub l�opliku arvu sammude
j�rel� t�� l�opus on lindil

� II � � � I� �z �
x� kriipsu

� � � � II � � � I� �z �
xn kriipsu

� II � � � I� �z �
y kriipsu

ja pea asub viimase nulli kohal� siis funktsiooni fM�x�� � � � � xn� v��rtuseks on
y� Vastasel korral on funktsiooni v��rtus m��ramata�

Definitsioon �� �tleme� et funktsioon f�x�� � � � � xn� on Turingi m�ottes
arvutatav� kui leidub Turingi masinM� et f � fM�

Turingi masinaM poolt arvutatav funktsioon fM on m��ratud argumen�
tide x�� � � � � xn korral vaid siis� kui masin M� alustades t��d standardsest
algseisust� peatub l�opliku arvu sammude j�rel standardses l�oppseisus� Stan�
dardne alg� ja l�oppseis t�hendavad seda� et lindil on k�oik arvud kirjutatud
�ksteise j�rele ilma t�hikuteta ning pea asub viimase arvu nulli kohal� L�opp�
seisus peavad seejuures olema alles k�oik algsed argumendid ja funktsiooni
v��rtus peab olema kirjas nende j�rel�

Kui need n�ouded ei ole t�idetud� siis on funktsiooni fM v��rtus argu�
mentide x�� � � � � xn korral m��ramata� M��ramatus t�hendab siin sisuliselt
kolme v�oimalust	 �� masin ei peatu ja t��tab l�opmatult� �� masin peatub�
kuid lindil pole vajaliku kujuga s�mbolijada� �� masin peatub ja lindil on va�
jaliku kujuga s�mbolijada� kuid pea asub vales kohas� Eriti oluline on esimene
v�oimalus� mida �hegi v�ottega v�ltida ei saa� �lej��nud kahel juhul v�oiksime
funktsiooni v��rtuseks valida mingi kindla arvu� n�iteks nulli�

De
nitsioonis � eraldatakse k�oigi naturaalarvuliste funktsioonide hulgast
v�lja need� mille jaoks leidub Turingi masin� mis neid arvutab� V�oib ole�
mas olla �nagu me j�rgnevas n�eme� ongi� funktsioone� mida ei arvuta �kski
Turingi masin�
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N�itame n��d� et m�oned funktsioonid on Turingi m�ottes arvutatavad�
Vaatleme k�oigepealt konstantset funktsiooni f�x� � �� Seda funktsiooni ar�
vutava Turingi masina tabel on

� � I

q� �q�R �q�R Iq�R

q� Iq�R

q� Iq�R

q� Iq�L

q� �q�C Iq�L

Programmi toimel liigub pea argumendi nulli kohalt argumendi l�oppu ning
kirjutab sinna nulli ja kolm kriipsu� Seej�rel liigub pea tagasi viimase nulli
kohale� millega tekib standardne l�oppseis�

Kahe arvu liitmiseks� st� funktsiooni f�x� y� � x � y v��rtuse arvuta�
miseks� tuleb m�olema argumendi k�oik kriipsud kopeerida argumentide j�rele�
Kui argumendid on p�rast t�� l�oppu rikutud� siis tuleb nad taastada�

� � I

q� �q�L �q�R Iq�R

q� �q�L �q	L �q�R

q� �q�R �q�R

q� Iq�L Iq�R

q� �q�L Iq�L

q	 �q	L �q
R �q�R

q� �q�R �q�R

q
 Iq
R �q�R

q� Iq�R �q�C

Ka kahe arvu vahet saab Turingi masinaga arvutada� Kuna vahe v�oib olla
negatiivne� lindil tohivad aga olla ainult mittenegatiivsed arvud� siis vaatleme
tavalise vahe asemel nn� l�oigatud vahet

x ��y �

�
x� y� kui x � y

�� kui x � y

��



Funktsiooni f�x� y� � x ��y arvutamiseks sobib j�rgmine programm�

� � I

q� �q�L �q�R Iq�R

q� �q�L Iq�L

q� �q�L �q
R �q�R

q� �q�R �q�R

q� �q	R Iq�R

q	 Iq�L Iq	R

q� �q�L Iq�L

q
 Iq
R �q�R

q� �q��L Iq�R

q�� �q��L �q��R �q��R

q�� �q��R �q��R

q�� �q��L Iq��R

q�� �q�	L �q��L

q�� �q��L Iq��L

q�� Iq��R �q�C

q�	 Iq�	L �q��R Iq��R

q�� �q�C Iq��R

Peale Turingi masina on olemas veel mitmeid algoritmi m�oiste formali�
satsioone� n�iteks lambda�arvutus �A� Church�� osaliselt rekursiivsed funkt�
sioonid �S� C� Kleene�� normaalalgoritmid �A� Markov�� On aga osutunud� et
k�oik need formalisatsioonid on omavahel ekvivalentsed� st� m��ravad �he ja
sama funktsioonide klassi� Seep�rast on algoritmiteoreetikud arvamusel� et
k�oik nimetatud formalisatsioonid kirjeldavadki iga�ks erineval viisil algorit�
mi m�oiste intuitiivselt tajutavat sisu� Niisugust v�idet nimetatakse Churchi
teesiks� Formuleerime selle Turingi masinate jaoks�

Churchi tees� Iga algoritmiliselt arvutatav funktsioon on arvutatav Tu�
ringi masina abil�

Churchi teesi ei ole v�oimalik t�oestada� sest �algoritmiliselt arvutatav� on
mittematemaatiline m�oiste ja v�ljendab inimeste tavaarusaama algoritmi�
dest� Vastupidiselt on �arvutatav Turingi masina abil� de
neeritud rangelt
ja tal on kindel matemaatiline sisu� K�ll aga on Churchi teesi v�oimalik �mber
l�kata� n�iteks juhul� kui avastatakse funktsioon� mis on ilmselgelt algoritmi�
liselt arvutatav� kuid mida ei saa arvutada �hegi Turingi masinaga� Vaata�
mata pikaajalisele uurimist��le algoritmiteoorias� pole niisugust funktsiooni
leitud�
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���� Turingi masinate numeratsioon

J�rgnevas seame endale eesm�rgiks n�idata� et mitmed programmeerimises
huvipakkuvad �lesanded ei ole Turingi masinaga lahendatavad� Churchi teesi
p�ohjal pole siis olemas �ldse mingit algoritmi nende �lesannete �ldkujuliseks
lahendamiseks� Esimese sammuna omistame igale Turingi masinale teataval
viisil unikaalse numbri� mida Austria loogiku K� G�deli j�rgi nimetatakse
G�deli numbriks�

Vaatleme Turingi masinaid� mille lindil v�oivad olla s�mbolid s�� s�� � � � �
sm� Esmalt nummerdame k�oik Turingi masina k�sud� K�su

saqb � scqdK

G�deli numbriks loeme arvu

g�saqb � scqdK� � 	a�b
c�d��k�

kus k � �� 	� � vastavalt sellele� kas K � L�R�C�
Kui on antud number� siis saab k�su �heselt taastada� Tuleb vaid G�deli

number teguriteks lahutada ja kirjutada algarvude 	� �� 
� � ja �� astmete
j�rgi vajalik k�sk v�lja� Leidub ka arve� mis pole �hegi k�su G�deli numbriks�
n�iteks ��� Selleks� et arv oleks mingi k�su G�deli number� peavad 	 ja 

astmed asuma � ja m vahel� � aste peab olema v�hemalt �� sest k�su vasakul
poolel on aktiivne seisund� ning �� aste kas �� 	 v�oi ��

Kui on m��ratud k�skude numbrid� siis saab de
neerida Turingi masina
numbri� Oletame� et Turingi masinM koosneb k�skudest C�� � � � � Ct� Masina
M G�deli numbriks loeme arvu

G�M� � 	g�C���g�C�� � � � p
g�Ct�
t �

kus pt on j�rjekorras t�s algarv� Astmealusteks on seega t j�rjestikust algarvu�
Masina numbri j�rgi saab �heselt taastada masina k�oigi k�skude numbrid

ning viimaste abil omakorda k�oik masina k�sud� Kui on antud Turingi ma�
sina number� siis saab selle j�rgi v�lja kirjutada masina tabeli� Leidub arve�
mis pole �hegi masina numbriks� Samuti nagu k�skude puhul� v�oib ka siin
leida tingimused� mida arv rahuldama peab� et ta oleks mingi Turingi masina
G�deli number�

Teoreetiliste k�simuste selgitamiseks on otstarbekam numeratsioon� mil�
les ei esine t�himikke ja kus iga arv on mingi Turingi masina number� Seet�ottu
de
neerime G�deli numbrite alusel uue� tihendatud numeratsiooni� Olgu ni�
melt T� v�hima G�deli numbriga Turingi masin ja iga i � �� �� � � � korral Ti�

v�hima G�deli numbriga Turingi masin� mis ei kuulu hulka fT�� � � � � Tig�
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�leminekud G�deli numbrilt uuele numbrile ja vastupidi on samuti p�ohi�
m�otteliselt lihtsasti teostatavad� Kui on antud G�deli number� siis v�oime
kontrollida k�oiki sellele eelnevaid arve ja teha kindlaks� kui mitu neist kuju�
tab endast mingi Turingi masina numbrit� Vastupidi� kui on antud masina
j�rjekorranumber i� siis v�oime naturaalarve j�rjest l�bi vaadates v�lja selgi�
tada suuruselt i�nda G�deli numbri�

���� Mittearvutatavad funktsioonid

N��d v�oime t�oestada� et m�oned konkreetsed funktsioonid on Turingi m�ottes
mittearvutatavad� Nende funktsioonide hulgas leidub ka selliseid� mis on olu�
lised programmeerimise seisukohalt� Oletame� et Turingi masinad on num�
merdatud eelmises jaotises n�idatud viisil T�� T�� � � �

Definitsioon �� Turingi masinat Tx nimetatakse eneselerakendatavaks�
kui ta peatub sisendargumendil x l�opliku arvu sammude j�rel�

Masina Tx argumendiks anname seega tema enda numbri� Kui arvutus
kestab l�opmatult� siis masin Tx ei ole eneselerakendatav� kui arvutus l�opeb
��ksk�oik� kas standardses l�oppseisus v�oi mitte�� siis masin on eneseleraken�
datav�

Teoreem �� Ei leidu Turingi masinatM� et

fM�x� �

�
�� kui masin Tx on eneselerakendatav
�� kui masin Tx ei ole eneselerakendatav

See t�hendab� ei leidu �ldist algoritmi� mis Turingi masina numbri j�rgi
tunneks �ra� kas masin on eneselerakendatav v�oi mitte�

T�oestus� Oletame vastuv�iteliselt� et selline masin M on olemas� Siis
v�oime konstrueerida masina N � et

fN �x� �

�
m��ramata� kui fM�x� � �
�� kui fM�x� � �

Masina N v�oib saada� �hendades teineteise j�rele masina M ja masina ta�
beliga

� � I

q� �q�L �q�R Iq�C

Kui masin M annab vastuseks I� siis k�ivitataks l�opmatu ts�kkel� kui ta
annab vastuseks �� siis l�opetatakse t���

Uurime� kas masinN on eneselerakendatav v�oi mitte� Olgu n selle masina
number� st� N � Tn� Oletame� et N on eneselerakendatav� See t�hendab� et
fM�n� � �� millest saame� et fN �n� on m��ramata� J�relikult N ei peatu
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omaenda numbril ega ole eneselerakendatav� Oletame� et N ei ole eneselera�
kendatav� See t�hendab� et fM�n� � �� millest saame� et fN �n� � �� J�re�
likult N peatub omaenda numbril ja on eneselerakendatav� M�olemal juhul
saime vastuolu� Seega ei saa masinatM olemas olla� �

T�oestatud teoreemil iseenesest kuigi suurt praktilist v��rtust ei ole� K�ll
aga saab tema abil t�oestada peatumise probleemi mittelahenduvuse� Peatu�
mise probleem on j�rgmine	 leida algoritm� mis etteantud naturaalarvude x
ja y puhul kontrollib� kas Turingi masin Tx peatub sisendil y�

Teoreem �� Ei leidu Turingi masinatM� et

fM�x� y� �

�
�� kui masin Tx peatub argumendil y
�� kui masin Tx ei peatu argumendil y

T�oestus� Oletame vastuv�iteliselt� et selline masin M on olemas� Siis
v�oime konstrueerida masina N � et

fM�x� �

�
�� kui masin Tx on eneselerakendatav
�� kui masin Tx ei ole eneselerakendatav

Masina N v�oib saada� �hendades �ksteise j�rele j�rgmised kolm masinat�

�� Masin� mis arvutab samasusfunktsiooni ehk dubleerib sisendargumen�
di� Selle masina tabel on

� � I

q� �q�L �q�R Iq�R

q� �q�L �q	R �q�R

q� �q�R �q�R

q� Iq�L Iq�R

q� �q�L Iq�L

q	 Iq	R �q�C

�� Masin M�

�� Masin� mis kustutab vahepealt teise argumendi ja nihutab vastuse ��
v�oi I� esimese argumendi j�rele� Selle masina tabel on

� � I

q� �q�L Iq�R �q�L

q� �q�R �q�L

q� Iq�L

q� �q�C �q�L
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Olgu alguses lindil arv x� K�oigepealt see dubleeritakse� nii et lindile j��b
xx� kusjuures pea asub teise x nulli kohal� Seej�rel rakendatakse masinat
M� mis j�tab lindile xx�I� kui Tx peatub argumendil x v�oi xx�� kui Tx ei
peatu argumendil x� L�opuks kustutatakse x �leliigne eksemplar ja lindile
j��b vastavalt kas x�I v�oi x��

N��d aga saame vastuolu teoreemiga �� mis v�idab� et masinat N ei saa
olemas olla� J�relikult ei saa olemas olla ka masinatM� �

T�oestatud teoreemi v�oib interpreteerida nii� et programmeerimises leidub
�lesandeid� mis ei ole lahendatavad algoritmiliselt� vaid n�ouavad lahenda�
miseks loovust ja intuitsiooni� Niisuguseks �lesandeks on n�iteks ka prog�
rammide testimine� mille k�igus tuleb kontrollida� kas programm on kirju�
tatud korrektselt ja annab tulemuse suvalise sisendi korral� Muidugi v�oib
koostada algoritme� mis lahendavad peatumise probleemi teatavatel erijuh�
tudel v�oi mingi kindla �lesannete klassi jaoks� Ent kui ka k�oik need klassid
kokku v�otta� k�oiki �lesandeid ei ammenda nad ikkagi�

��


