4. Turingi masinad

4.1. Turingi masina moiste

Algoritm on eeskiri, mis méadrab teatavat liiki {ilesannete lahendamiseks va-
jalikud operatsioonid ja nende jirjekorra. Uks vanemaid ja tuntumaid on an-
tiikajast parinev Eukleidese algoritm kahe naturaalarvu suurima iihisteguri
leidmiseks. Sajandite véltel algoritme on koostatud palju, niiteks kuupvor-
randi lahendamiseks, arvude tegurdamiseks, esemete optimaalse valiku voi
paigutuse leidmiseks jne.

Teiselt poolt aga kogunes ajapikku iilesandeid, mille jaoks ei onnestu-
nud leida ei efektiivset ega iileiildse iihtki algoritmi. Kdige tuntum sellis-
test iilesannetest on Hilberti kiimnes probleem: leida meetod, millega saaks
kontrollida, kas suvalisel taisarvuliste kordajatega n-muutuja poliinoomil on
taisarvuline nullkoht.

Niisuguses olukorras on maoistlik piitida vilja selgitada iilesannete klassid,
milliste lahendamiseks leidub algoritm ja milliste jaoks ei leidu. Koigepealt
tuleb aga tépselt fikseerida, mida moista algoritmi all. Erinevaid definitsioone
on mitmeid, meie vaatleme nendest inglise matemaatiku A. Turingi (1912—
1954) oma, mille ta esitas aastal 1936.

Turing: masin koosneb jargmistest komponentidest: lint, lugev-kirjutav
pea, sisemélu ja tabel.

Lint on molemast suunast 16pmatu ning jagatud iihesuurusteks lahtri-
teks. Igasse lahtrisse voib olla kirjutatud iiks siimbol 16plikust tdhestikust
{s1,..., 8m} vOi tithisiimbol sq. Eeldame, et alguses on lindil vaid 16plik hulk
tiithisiimbolist erinevaid siimboled ja et koik iilejadnud lahtrid on taidetud
tiihisiimbolitega.

Lugev-kirjutav pea voib litkkuda médda linti lahtrist lahtrisse, lugeda laht-
ris oleva stimboli voi kirjutada lahtrisse seal oleva siimboli asemele teise.

Sisemilu on igal ajamomendil iihes I6plikust hulgast seisunditest. Seisun-
did jagatakse kahte liiki: aktiivsed seisundid ¢, ..., g ja passiivsed q(()l), cee
q((]l). Kui passiivseid seisundeid on ainult iiks, siis jitame iilemise indeksi kir-
jutamata. Masin alustab t66d seisundis ¢, t00 kidigus voib ta siirduda iihest
seisundist teise.

Tabel sisaldab instruktsioone pea tegevuse ja seisundite muutumise kohta.
Iga selline instruktsioon esitub kdsu kujul

Saqp — chdK7
kus s, ja s, tdhistavad siimboleid (0 < a,c < m), g, ja qq seisundeid (1 < b <

k, 0 < d < k) ning K on iiks tahtedest L, R, C'. Sama vasaku poolega kéiske
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ei tohi olla rohkem kui iiks. Vasaku poole jirgi koondatakse kisud tabelisse

S1 ... Sa e | Sy
a1
b chdK
qm

Moned lahtrid voivad ka tiihjaks jadda, kui vastava vasaku poolega kisku ei
ole. Késkude tabelit nimetatakse ka masina programmiks.

Turingi masin tootab taktide kaupa. Oletame, et pea all on siimbol s,
ning masin on seisundis ¢,. Kui tabeli lahtris, mis vastab stimbolile s, ning
seisundile g, leidub késk s.qqK, siis kirjutatakse lindile siimboli s, aseme-
le siimbol s., masin ldheb seisundist g, seisundisse ¢4 ning pea liigub iihe
positsiooni vorra vasakule, iihe positsiooni vorra paremale voi ei liigu iildse
vastavalt K véartusele L, R voi C'. Sellega on iiks takt 1abi. Jargmisel tak-
til kogu tegevus kordub. Masin 1opetab t60, kui ta laheb mingi kisu toimel
passiivsesse seisundisse voi kui tditmisjarg jouab tiihja lahtrisse.

Vaatamata sellele, et Turingi masina operatsioonid on viga elementaar-
sed, pole siiani leitud algoritmi, mida ei saaks temal realiseerida (jaitame
korvale niisugused, mis kasutavad néaiteks juhuslikkust mingi fiiiisikalise prot-
sessi néol). Algoritmi tditmiseks kulunud taktide arv sobib seega tema kee-
rukuse mooduks.

4.2. Turingi mottes arvutatav funktsioon

Kuna Turingi masina moiste on kasutusele voetud algoritmide teoreetiliseks
uurimiseks, on tema praktilise kasutamisega seotud kiisimused teisejarguli-
sed. Teoreetilisest seisukohast pole tidhtsust, et Turingi masinaga ei saa la-
hendada mitmeid tdnapéieva arvutite standardiilesandeid, néiteks joonistada
ekraanile pilte voi printida teksti. Kooskolas masina ehitusega on uuritavad
kiisimused pohimottelist ja fundamentaalset laadi. Jargnevas votame vaat-
luse alla naturaalarvuliste funktsioonide arvutatavuse. Kdigepealt tuleb aga
kokku leppida, kuidas arve Turingi masina lindil esitada.
Fikseerime tdhestiku jargmiselt: s = -, s; = 0, s = I. Naturaalarvu z
esitus lindil olgu
0IT...I
—

x kriipsu
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ja naturaalarvude jarjendi (21, ..., x,) esitus

0IT...I0JII...I...0II...I.
—— == _—
x1 kriipsu z kriipsu T, kriipsu

Neid kokkuleppeid arvestades saab defineerida, mis on Turingi masina poolt
arvutatav funktsioon ja mis on Turingi mottes arvutatav funktsioon. Funkt-
sioonid vdivad olla mitme argumendiga (n muutuja funktsioonid) ning voivad
teoreetiliste konstruktsioonide holbustamiseks olla ka mitte koikjal méira-
tud.

Definitsioon 1. Turingi masina M poolt arvutatav funktsioon
fa(zy, ..., x,) defineeritakse jargmiselt. Eeldame, et masina t66 alguses on
lindil

0IT...I...01I...I
_—— —

x1 kriipsu Ty kriipsu
ja pea asub viimase nulli kohal. Kui masin peatub I6pliku arvu sammude
jérel, t60 lopus on lindil
OIT...I...0II...I0II...I
—_— —_—— ==

x1 kriipsu T, kriipsu y kriipsu

ja pea asub viimase nulli kohal, siis funktsiooni fu(z1, ..., z,) vidrtuseks on
y. Vastasel korral on funktsiooni vidrtus madramata.
Definitsioon 2. Utleme, et funktsioon f(zq,...,2,) on Turingi mottes

arvutatav, kui leidub Turingi masin M, et f = fu4.

Turingi masina M poolt arvutatav funktsioon f, on méaratud argumen-
tide xy,...,x, korral vaid siis, kui masin M, alustades t66d standardsest
algseisust, peatub 16pliku arvu sammude jérel standardses 16ppseisus. Stan-
dardne alg- ja 1oppseis tdhendavad seda, et lindil on k6ik arvud kirjutatud
iiksteise jirele ilma tiihikuteta ning pea asub viimase arvu nulli kohal. Lopp-
seisus peavad seejuures olema alles koik algsed argumendid ja funktsiooni
vaartus peab olema kirjas nende jérel.

Kui need nduded ei ole tiidetud, siis on funktsiooni f, viartus argu-
mentide x4, ..., x, korral maidramata. Madramatus tdhendab siin sisuliselt
kolme voimalust: 1) masin ei peatu ja tootab 1opmatult; 2) masin peatub,
kuid lindil pole vajaliku kujuga siimbolijada; 3) masin peatub ja lindil on va-
jaliku kujuga siimbolijada, kuid pea asub vales kohas. Eriti oluline on esimene
voimalus, mida iihegi vottega viltida ei saa. Ulejaiinud kahel juhul voiksime
funktsiooni vaidrtuseks valida mingi kindla arvu, néiteks nulli.

Definitsioonis 2 eraldatakse koigi naturaalarvuliste funktsioonide hulgast
vilja need, mille jaoks leidub Turingi masin, mis neid arvutab. Vaib ole-
mas olla (nagu me jirgnevas néeme, ongi) funktsioone, mida ei arvuta iikski
Turingi masin.
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Néitame niitid, et moned funktsioonid on Turingi mottes arvutatavad.
Vaatleme koigepealt konstantset funktsiooni f(x) = 3. Seda funktsiooni ar-
vutava Turingi masina tabel on

- 0 I
q1 | 0g2R 01 R IqiR
7@ | IsR
g | IR
qs | IgsL
g5 0qoC' IgsL

Programmi toimel liigub pea argumendi nulli kohalt argumendi [6ppu ning
kirjutab sinna nulli ja kolm kriipsu. Seejérel liigub pea tagasi viimase nulli
kohale, millega tekib standardne 1Sppseis.

Kahe arvu liitmiseks, st. funktsiooni f(x,y) = x + y véértuse arvuta-
miseks, tuleb molema argumendi koik kriipsud kopeerida argumentide jérele.
Kui argumendid on pérast t66 1oppu rikutud, siis tuleb nad taastada.

- 0 I
¢ | 02l 0 R IqiR
¢ | ~@2L OgsL -q3R
| -3k OquR
qs | IgsL IR
5 02 L IgsL
g | -gsL OgsR -qrR
q7 | ~qr R 0gz R
g3 | IgsR Oqo R
q9 | IggR 0goC

Ka kahe arvu vahet saab Turingi masinaga arvutada. Kuna vahe voib olla
negatiivne, lindil tohivad aga olla ainult mittenegatiivsed arvud, siis vaatleme
tavalise vahe asemel nn. Idigatud vahet

o _fr—y, kuiz>y
v y_{(), kui z <y
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Funktsiooni f(z,y) = x—y arvutamiseks sobib jirgmine programm.

- 0 I
¢ | 0oL O0qR IqR
Q2 OgsL  IgoL

¢ | -3L  O0gsR -quRR
qs | -~ OgsR

qs Ogs R IgsRR
¢ | Ig7L IgeR
q7 02 L Ig7L
g | IgsR  OqoRR

9 OqioL IgyR

qio | oLl O0qisR -gu R
qu | -qu R 0qi2RR

Q12 | ~qi3L IgioR
q13 0qisL -qualL
qi4 0qioL IquaL

¢i5 | Igis R 0goC
qi6 | Iqi6L 0qi7R Iqi7R
qi7 090C'  Iqi7R

Peale Turingi masina on olemas veel mitmeid algoritmi moiste formali-
satsioone, niiteks lambda-arvutus (A. Church), osaliselt rekursiivsed funkt-
sioonid (S. C. Kleene), normaalalgoritmid (A. Markov). On aga osutunud, et
koik need formalisatsioonid on omavahel ekvivalentsed, st. méédravad tihe ja
sama funktsioonide klassi. Seepirast on algoritmiteoreetikud arvamusel, et
koik nimetatud formalisatsioonid kirjeldavadki igaiiks erineval viisil algorit-
mi moiste intuitiivselt tajutavat sisu. Niisugust viidet nimetatakse Churchi
teesiks. Formuleerime selle Turingi masinate jaoks.

Churchi tees. Iga algoritmiliselt arvutatav funktsioon on arvutatav Tu-
ringi masina abil.

Churchi teesi ei ole voimalik toestada, sest ,,algoritmiliselt arvutatav on
mittematemaatiline moiste ja véljendab inimeste tavaarusaama algoritmi-
dest. Vastupidiselt on ,arvutatav Turingi masina abil“ defineeritud rangelt
ja tal on kindel matemaatiline sisu. Kiill aga on Churchi teesi voimalik iimber
lilkata, néiteks juhul, kui avastatakse funktsioon, mis on ilmselgelt algoritmi-
liselt arvutatav, kuid mida ei saa arvutada iihegi Turingi masinaga. Vaata-
mata pikaajalisele uurimistoole algoritmiteoorias, pole niisugust funktsiooni
leitud.
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4.3. Turingi masinate numeratsioon

Jargnevas seame endale eesmirgiks ndidata, et mitmed programmeerimises
huvipakkuvad iilesanded ei ole Turingi masinaga lahendatavad. Churchi teesi
pohjal pole siis olemas iildse mingit algoritmi nende iilesannete iildkujuliseks
lahendamiseks. Esimese sammuna omistame igale Turingi masinale teataval
viisil unikaalse numbri, mida Austria loogiku K. Gdodeli jargi nimetatakse
Godeli numbriks.

Vaatleme Turingi masinaid, mille lindil voivad olla siimbolid sg, sq, ...,
Sm. Esmalt nummerdame koik Turingi masina kisud. Kasu

Saqp — ScqalK
Godeli numbriks loeme arvu
9(saqy — scqaK) = 2°3°5°7711%,

kus k£ = 1,2, 3 vastavalt sellele, kas K = L, R, C'.

Kui on antud number, siis saab kisu iiheselt taastada. Tuleb vaid Godeli
number teguriteks lahutada ja kirjutada algarvude 2, 3, 5, 7 ja 11 astmete
jargi vajalik kiisk vélja. Leidub ka arve, mis pole iihegi kiisu Goédeli numbriks,
naiteks 13. Selleks, et arv oleks mingi kisu Godeli number, peavad 2 ja 5
astmed asuma 0 ja m vahel, 3 aste peab olema viahemalt 1, sest kisu vasakul
poolel on aktiivne seisund, ning 11 aste kas 1, 2 voi 3.

Kui on méaratud kiskude numbrid, siis saab defineerida Turingi masina
numbri. Oletame, et Turingi masin M koosneb kéiskudest 1, ..., C;. Masina
M Godeli numbriks loeme arvu

G(M) = 29(C0)30(C) o),

kus p; on jarjekorras t-s algarv. Astmealusteks on seega t jarjestikust algarvu.

Masina numbri jargi saab iiheselt taastada masina koigi kiskude numbrid
ning viimaste abil omakorda koik masina kdsud. Kui on antud Turingi ma-
sina number, siis saab selle jargi vilja kirjutada masina tabeli. Leidub arve,
mis pole iihegi masina numbriks. Samuti nagu kiskude puhul, v6ib ka siin
leida tingimused, mida arv rahuldama peab, et ta oleks mingi Turingi masina
Godeli number.

Teoreetiliste kiisimuste selgitamiseks on otstarbekam numeratsioon, mil-
les ei esine tiithimikke ja kus iga arv on mingi Turingi masina number. Seetottu
defineerime Gd&deli numbrite alusel uue, tihendatud numeratsiooni. Olgu ni-
melt 7y vihima Gddeli numbriga Turingi masin ja iga 7 =0, 1, ... korral 7;,,
vihima Godeli numbriga Turingi masin, mis ei kuulu hulka {7, ..., 7;}.
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Uleminekud Godeli numbrilt uuele numbrile ja vastupidi on samuti pohi-
motteliselt lihtsasti teostatavad. Kui on antud Goédeli number, siis voime
kontrollida koiki sellele eelnevaid arve ja teha kindlaks, kui mitu neist kuju-
tab endast mingi Turingi masina numbrit. Vastupidi, kui on antud masina
jarjekorranumber ¢, siis voime naturaalarve jirjest libi vaadates vilja selgi-
tada suuruselt i-nda Godeli numbri.

4.4. Mittearvutatavad funktsioonid

Niiiid voime toestada, et moned konkreetsed funktsioonid on Turingi mottes
mittearvutatavad. Nende funktsioonide hulgas leidub ka selliseid, mis on olu-
lised programmeerimise seisukohalt. Oletame, et Turingi masinad on num-
merdatud eelmises jaotises nédidatud viisil 7Ty, Ty, ...

Definitsioon 3. Turingi masinat 7, nimetatakse eneselerakendatavaks,
kui ta peatub sisendargumendil x 16pliku arvu sammude jérel.

Masina 7, argumendiks anname seega tema enda numbri. Kui arvutus
kestab 16pmatult, siis masin 7, ei ole eneselerakendatav; kui arvutus 1opeb
(iikskoik, kas standardses 16ppseisus voi mitte), siis masin on eneseleraken-
datav.

Teoreem 1. Ei leidu Turingi masinat M, et

1, kui masin 7, on eneselerakendatav
0, kui masin 7, ei ole eneselerakendatav

fam(x) = {

See tdhendab, ei leidu iildist algoritmi, mis Turingi masina numbri jirgi
tunneks dra, kas masin on eneselerakendatav voi mitte.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et selline masin M on olemas. Siis
voime konstrueerida masina N, et

| m#dramata, kui fa(z) =1
Jx(x) = { 0, kui fﬁ(x) —=0

Masina N voib saada, iihendades teineteise jarele masina M ja masina ta-
beliga
| - 0 I
@ |-oL oqR I1¢:.C

Kui masin M annab vastuseks I, siis kiivitataks 1opmatu tsiikkel, kui ta
annab vastuseks 0, siis Iopetatakse t606.

Uurime, kas masin N on eneselerakendatav voi mitte. Olgu n selle masina
number, st. N = 7,,. Oletame, et N on eneselerakendatav. See tihendab, et
faa(n) = 1, millest saame, et fy(n) on méidramata. Jirelikult A ei peatu
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omaenda numbril ega ole eneselerakendatav. Oletame, et N ei ole eneselera-
kendatav. See tihendab, et fi(n) = 0, millest saame, et fa(n) = 0. Jare-
likult N peatub omaenda numbril ja on eneselerakendatav. Maolemal juhul
saime vastuolu. Seega ei saa masinat M olemas olla. 0

Toestatud teoreemil iseenesest kuigi suurt praktilist vidrtust ei ole. Kiill
aga saab tema abil toestada peatumise probleemi mittelahenduvuse. Peatu-
mise probleem on jirgmine: leida algoritm, mis etteantud naturaalarvude x
ja y puhul kontrollib, kas Turingi masin 7, peatub sisendil y.

Teoreem 2. Ei leidu Turingi masinat M, et

1, kui masin 7, peatub argumendil y
0, kui masin 7, ei peatu argumendil y

fm(z,y) :{

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et selline masin M on olemas. Siis
voime konstrueerida masina N, et
fulz) = 1, kui masin 7, on eneselerakendatav
MY 10, kui masin T, ei ole eneselerakendatav

Masina N voib saada, iihendades iiksteise jarele jirgmised kolm masinat.

1. Masin, mis arvutab samasusfunktsiooni ehk dubleerib sisendargumen-
di. Selle masina tabel on

- 0 I
q1 | 0g2L 0 R IqiR
Q@2 | 2L 0gsR -q3R
g | -3 0quR

qs | IgsL IR
s 0q2 L IgsL
g | IR 0goC

2. Masin M.

3. Masin, mis kustutab vahepealt teise argumendi ja nihutab vastuse (0
voi I) esimese argumendi jarele. Selle masina tabel on

- 0 I
Q| -l IR -qL
G2 0g3R  -qoL
g3 | IgoL
q4 0qoC  -q4L
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Olgu alguses lindil arv x. Koigepealt see dubleeritakse, nii et lindile jaib
xx, kusjuures pea asub teise x nulli kohal. Seejéirel rakendatakse masinat
M, mis jatab lindile zz0I, kui 7, peatub argumendil x v6i zz0, kui 7, ei
peatu argumendil x. Lopuks kustutatakse x iileliigne eksemplar ja lindile
jaab vastavalt kas x0I voi 0.

Niiiid aga saame vastuolu teoreemiga 1, mis viidab, et masinat N ei saa
olemas olla. Jirelikult ei saa olemas olla ka masinat M. O

Toestatud teoreemi voib interpreteerida nii, et programmeerimises leidub
iilesandeid, mis ei ole lahendatavad algoritmiliselt, vaid nouavad lahenda-
miseks loovust ja intuitsiooni. Niisuguseks iilesandeks on niiteks ka prog-
rammide testimine, mille kiigus tuleb kontrollida, kas programm on kirju-
tatud korrektselt ja annab tulemuse suvalise sisendi korral. Muidugi voib
koostada algoritme, mis lahendavad peatumise probleemi teatavatel erijuh-
tudel v6i mingi kindla iilesannete klassi jaoks. Ent kui ka koik need klassid
kokku votta, koiki iilesandeid ei ammenda nad ikkagi.
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