3. Aksiomaatilised teooriad

3.1. Aksiomaatilise teooria tildskeem

Mitmed teaduslikud teooriad on iiles ehitatud aksiomaatiliselt. See tdhendab,
et on valitud teatav hulk viiteid, mida nimetatakse aksioomideks ja mis
loetakse kehtivaks ilma toestamata, ning koik iilejadnud viited toestatak-
se aksioomidest ldhtudes. Aksiomaatilise lahenemisviisi alusepanijaks on va-
nakreeka matemaatik Eukleides (u. 365 — u. 300 e.m.a), kes korrastas sel
viisil tolleaegse geomeetria. Pikki sajandeid kujutas Eukleidese geomeetria
endast ranguse ja siistematiseerituse musterndidet ning ta oli kuni 19. sa-
jandini ainus tosiseltvoetav aksiomaatiline teooria. Tédnaseks on koostatud
aksiomaatika paljude distsipliinide jaoks, sealhulgas ka selliste jaoks, mis ot-
seselt matemaatika valdkonda ei kuulu.

Aksiomaatilise teooria iilesehitamisel tuleb selgus leida kahes kiisimuses:
mis on aksioom ja mis on toestus. Tavaarusaama jargi tdhendab aksioom
védidet, mis on silmndhtavalt oige. Selliselt moistis aksioomi arvatavasti ka
Eukleides. Ta eeldas, et geomeetilised laused kirjeldavad imbritsevat ruumi,
ja valis nende lausete hulgast vilja niisugused, mis tundusid olevat koige ilm-
semad. Teadmiste arenedes aga tekkisid kahtlused ja 19. sajandil selgus, et
need aksioomid ei tarvitse sugugi reaalse ruumiga vastavuses olla — timbri-
tev ruum voib olla selline, et Eukleidese aksioomid seal ei kehti. Seepérast ei
moisteta tdnapieval aksioomi all enam silmnéhtavalt 6iget viidet. Ténapaeva
aksioomid on enamasti definitsioons rollis: nendega fikseeritakse uurimisob-
jektiks koikvoimalike struktuuride klass, kus aksioomid kehtivad, viitmata
midagi aksioomide ja tegelikkuse vahelise seose kohta. Niiteks kaasaegses
geomeetrias tdhendab ruum iga sellist struktuuri, kus kehtivad kaasaegse
geomeetria aksioomid. Monel juhul voivad aksioomideks olla relatiivsed toed,
mis on oiged sel mééral, nagu nad on katseliselt kontrollitud. Niimoodi mois-
tetakse aksioome néiteks loodusteadustes, mis on siistemaatilisuse huvides
aksiomaatiliselt iiles ehitatud.

Aja jooksul on olnud vaja tdpsustada ka toestuse maoistet. Jallegi tavaaru-
saamale tuginedes voime Oelda, et esimesest viitest jareldub teine, kui teine
viide on esimese viitega piisavalt pohjendatud. Erimeelsusi tekitab see, mi-
da lugeda piisavaks pohjenduseks. Niiteks Eukleides kasutas oma teoreemi-
de toestamisel vaikimisi lauseid, mis reaalses ruumis kiill kehtivad, kuid mis
rangelt vottes aksioomidest ei jareldu. Voime ette kujutada ruume, kus koik
Eukleidese aksioomid on tdidetud, aga need omapéii lisatud laused mitte.
Vastavalt ei kehti sellistes ruumides ka nendel lausetel pohinevad teoreemid.
Matemaatikute hulgas puudub néiteks iiksmeel vilistatud kolmanda seaduse
suhtes. Kas néiteks koigil meie poolt toestamata ja isegi formuleerimata lau-
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setel on alati olemas kindel toevaartus ,,toene voi ,,vaar“? Kahtlusi tekitab
ka nn. olemasoluteoreemide toestamine kaudsel viisil, niiteks vastuvéiteliselt,
ilma otsitavat objekti tegelikult kitte nditamata.

Eespool toodud kaalutlused sunnivad aksiomaatilise teooria iilesehita-
misel tapselt maidratlema laused, mida loetakse aksioomideks, ja sammud,
mida lubatakse teoreemide toestamisel teha. Aksiomaatilisi teooriaid ehita-
takse tiles jargmise dildskeems kohaselt.

1. Fikseeritakse tdhestik ja antakse valemi definitsioon.
2. Osa valemeid loetakse aksioomideks. Neid pole teoorias vaja toestada.
3. Fikseeritakse 1oplik hulk tuletusreegleid kujul

Fi,Foy. .., Fn
g

mis lubavad valemitest F;, Fs, ..., F, vahetult tuletada valemi G.

Paneme tdhele, et siin tegeldakse mitte enam lausete voi viidetega, vaid va-
lemitega. Valem, vastupidiselt lausele, on kindlapiiriline moiste ja kujutab
endast kasutatava tdhestiku stimbolite jarjendit. Erijuhul v6ib valem tahen-
dada lausearvutuse voi predikaatarvutuse valemit. Uldskeem ei mé#ira, mil-
lise printsiibi jirgi loetakse valemeid aksioomideks, sest loogika seisukohalt
on see ebaoluline. Tahtis on vaid, et moned valemid kehtivad ilma tGestuseta
ja et vahemalt iiks valem on aksioom. Samme tdestuses saab teha ainult tu-
letusreeglite abil. Tuletusreegli alumise valemi voib lugeda toestatuks ainult
siis, kui vastavad iilemised valemid on toestatud voi aksioomid.

Definitsioon 1. Tuletuseks ehk formaalseks toestuseks nimetatakse su-
valist valemite jada Fy, Fa, ..., F,, milles iga valem on kas aksioom voi
saadud mingi tuletusreegliga temale eelnevatest valemitest.

Definitsioon 2. Valemit F nimetatakse tuletatavaks, kui leidub tuletus,
mille viimane liige on valem F.

Aksiomaatilise teooria néitena vaatleme teooriat MIU.

1. Téahestik on {M, I, U}. Valemid on kéikvoimalikud siimbolite jarjendid.

2. Ainuke aksioom on MI.

3. Teoorias on neli tuletusreeglit:

x| Mx Ik x*UUx
D *IU 2) M x * 3) xUx 4) *k

Siimbol * tdhistab suvalist siimbolite jirjendit (ka tiihja).

Lahtudes aksioomist ja kasutades antud nelja reeglit, saab konstrueerida
jargmise tuletuse.
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1. Ml aksioom
2. Ml reegel 2
3. Ml reegel 2
4. MUI reegel 3
5. MUIU reegel 1
6. MUIUUIU reegel 2
7. MUIIU reegel 4

Kuigi valemiteks votsime koikvoimalikud stimbolite jarjendid, ei ole sugugi
mitte koik valemid selles teoorias tuletatavad. Niiteks peavad koik tuleta-
tavad valemid algama siimboliga M, sest pole reeglit, millega selle siimboli
valemi algusest eemaldada saaks.

Nagu lause- ja predikaatarvutuseski, moistetakse ka kidesolevas peatiikis
valemeid puhtalt siintaktiliste objektidena, millel enne vastavat méadrangut
pole mingit sisu. Valemid on siimbolijadad. Tuletusreegleid kasutades saab
olemasolevatest stimbolijadadest koostada uusi. Valemi toestamiseks piisab,
kui kirjutame aksioome reeglite kohaselt sobival viisil iimber.

Tahenduse annab valemitele semantika. Arusaadavalt voib samale valemi-
komplektile anda erinevaid tdhendusi, st. defineerida erinevaid semantikaid.
Valemi tihendus erinevates semantikates voib olla tiiesti erinev. Ulaltoodud
teooria valemeid voib interpreteerida néiteks kui arve kiimnendsiisteemis,
veduri ja vagunite lubatavaid jarjestusi, aminohappeid valgus jne. Edaspidi
piirdume aga selliste semantikatega, milles saab radkida valemi toevaartusest.

Niisiis on meil iihelt poolt teooria iithes oma valemite, aksioomide ja tu-
letusreeglitega, teiselt poolt semantika, mis annab igale valemile toeviirtuse
,toene voi toevadrtuse ,,vadr”. Teooria ja semantika vahekorda kirjeldamiseks
defineerime jargmised kaks moistet.

Definitsioon 3. Aksiomaatilist teooriat nimetatakse korrektseks seman-
tika S suhtes, kui iga selles teoorias tuletatav valem on semantikas S tGene.

Definitsioon 4. Aksiomaatilist teooriat nimetatakse téielikuks semanti-
ka S suhtes, kui iga semantikas S toene valem on selles teoorias tuletatav.

Vaatleme niiteks jargmist aksiomaatilist teooriat.

1. Téahestik on {l,+}. Valemid on sellised siimbolite jirjendid, mis sisal-

davad tépselt iihte siimbolit +.

2. Ainuke aksioom on +.

3. Ainuke tuletusreegel on
* |

*

kus * on suvaline valem.

Selles teoorias on tuletatavad parajasti need valemid, milles molemal pool
siimbolit + on vordne arv siimboleid |, naiteks +, 141, 41, [H4111.
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Omistame niiiid teooria valemitele tdhenduse. Defineerime semantika kol-
mel erineval viisil.

Semantika S;: m+n tdhendab m =n
Semantika Sy: m+n tdhendab m <n
Semantika Ss: m+n tdhendab m < n

Semantika &) suhtes on meie teooria korrektne ja tiielik: iga tuletatav
valem on selles semantikas toene ja iga semantikas toene valem on tuletatav.
Semantika S, suhtes on teooria korrektne, kuid pole téielik: iga tuletatav va-
lem on semantikas Sy toene, kuid leidub semantikas S, toeseid valemeid, mis
pole tuletatavad. Semantika S3 suhtes pole teooria ei korrektne ega téielik.

Teooriat voib tidiendada, lisades tuletusreegli

*|

*

kus * on suvaline valem. Saadud kahe tuletusreegliga teooria pole semantika
&1 suhtes korrektne, kuid on téielik. Semantika S, suhtes on uus teooria kor-
rektne ja téielik, semantika S3 suhtes pole teooria korrektne, on aga téielik.

3.2. Sekventsiaalne lausearvutus

Votame niitid vaatluse alla lausearvutuse aksiomaatika.
1. Tuletatavateks objektideks on sekventsid, st. avaldised kujul
Fi,Foy....Fu b G,

kus Fi, Fo, ..., Fu, G on lausearvutuse valemid, mis voivad sisaldada
koiki lausearvutuse tehteid peale ekvivalentsi.

2. Aksioomid on sekventsid
INF,ARF,

kus F on mingi lausearvutuse valem ning I' ja A tdhendavad suvalist
valemite jarjendit, mis voib olla ka tiihi.

3. Tuletusreeglid on jargmised.
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Paremale sissetoomise reegel Vasakule sissetoomise reegel/
Paremalt eemaldamise reegel

N IFF kG IF.GHH
TFF&G I,F&GFH
y Tk F '-g LFEH T,GFH
TFFVG TFFVG [LFVGFH
LLFEG r'-F T-F>g
= TFFog TFg
LFEG ILFEAG [ ——F
B T —F T-F

Peale selle on kaks struktuurset reeglit

NS LAFEG
T,.GFF T,F,AFG

Stimbolid I' ja A tdhendavad nagu ennegi suvalist valemite jada.

Sekventsi Fi, Fa,...,F, F G moistame nii: valemitest Fy, Fs, ..., Fp
jareldub valem G. See vastab paljude matemaatiliste vaidete iildisele kujule —
kui eeldused kehtivad, siis kehtib ka viide.

Aksioomideks olevad sekventsid viljendavad koige ilmsemat jareldumist.
Kindlasti voime eeldustest jareldada viite, kui véide esineb ise juba eelduste
hulgas.

Teooria peamine sisu on koondatud tuletusreeglitesse. Need vastavad
enam-vihem matemaatikas kasutatavatele toestusvotetele. Naiteks konjunkt-
siooni paremale sissetoomise reegli abil saab tuletada sekventsi I' = F & G,
kui eelnevalt on tuletatud sekventsid I' - F ja ' - G.

Sellises siisteemis on tuletus jada, kus jarjekordse sekventsi saamiseks
viidatakse tuletusreeglile ja eespool asetsevale sekventsile. Juhul, kui reeglil
on mitu eeldust, tuleb loomulikult kasutada mitut eespool asuvat sekventsi.
Ent tuletust otsida on kiesolevas siisteemis siiski otstarbekam mitte jada,
vaid puu kujul. Kui meil on ette antud sekvents, siis voime piitida selgitada,
millise reegliga see sekvents tekkida voib. Teinud reegli kindlaks, tuleb edasi
otsida jargmist reeglit, millega saab tekkida selle reegli eeldus (voi eeldused),
siis reeglit, mis sobib jargmiste eelduste tuletamiseks jne. Seal, kus kasutame
rohkem kui iihe eeldusega reeglit, tekib puus hargnemine.
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Tuletame néiteks sekventsi A&(BVC)F A& BV A&C.

A/ BFA A BFB ACFHA ACFEC
A,BFA&B A CFA&C
A BFA&BVA&LC ACHA&BVAKC
A BVCFA&BVA&C
A&BVC)FA&BVALC

Kui sekventsi vasakus pooles esinevad mingi valem ja tema eitus korraga,
siis saab jiareldada iikskoik millise teise valemi. Erivottena tuleb seejuures
kasutada kahekordse eituse paremalt eemaldamise reeglit.

A-ABFA A-ABF-A
A —AF B
A-AFB

Tuletatavad on koik lausearvutuse tehete vahelised seosed. Eituse pare-
male sissetoomise reeglis tuleb puuduv valem méarata ise. Naiteks

-A,-B,B,-A+B -A,-B,B,-AF-B
—A,-B.BF A
“A.-B.AFA “A,-B,BF A
“A.-B.AVBF A —A1.-BAVBF A
-A,-BF —|(A\/B)
-A& B —I(A\/B)

Samuti saab tuletada tautoloogiaid, sekventse, mille vasak pool on tiihi.

—~(AV-A), AF A
—I(A\/—|A),A FAV-A —I(A\/—!A),A - —I(A\/—|A)
—|(A\/—IA) oA
—|(A\/—|A) FAV-A —|(A\/—IA) F —I(A\/—|A)
F —I—I(A\/—IA)
FAV-A

3.3. Lausearvutuse korrektsus ja mittevasturaikivus

Iga aksiomaatilise teooria puhul huvitab meid kiisimus, millised valemid on
tuletatavad ja millised mitte. Teooria iihed koige olulisemad omadused on
korrektsus ja taielikkus. Eelneva punkti pohjal voib oletada, et lausearvutuse
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aksiomaatilises teoorias on tuletatavad sekventsid, mille eesliikme valemitest
jareldub tagaliikme valem, ning koik iilejadinud sekventsid on mittetuletata-
vad. Kéesolevas ja jargmises punktis toestame, et nii see tegelikult ongi.
Definitsioon 5. Sekventsi Fi, Fo,...,F, - G valemkujuks nimetatakse
valemit F; & Fa & ... & Fn, D G, kui n > 0, ja valemit G, kui n = 0.
Teoreem 1. (Korrektsuse teoreem.) Kui sekvents Fy, Fo, ..., F, = G on
tuletatav, siis tema valemkuju on samaselt toene.
Toestus. Toestame teoreemi induktsiooniga tuletuspuu struktuuri jérgi.
Induktsiooni baas. Kui sekvents on aksioom, siis esineb tagaliilkme valem
eeslitkme valemite hulgas ning sekventsil on kuju

fl)"';ﬂ*lafaf-H»l)"')fnl_fﬂ
Selle sekventsi valemkuju on
Fi&  &Fia &F&Fin&k. . . &F,DF.

Oletame, et leidub koigi siin esinevate lausemuutujate vaartustus, et valem
on vidr. Siis peab implikatsiooni eesliige olema toene ja tagaliige viar. Ku-
na eesliige on toene, siis on toesed koik tema komponendid, kaasa arvatud
valem F. See aga on vastuolus sellega, et implikatsiooni tagaliige on viar.
Jarelikult ei leidu vaartustust, kus vaadeldava sekventsi valemkuju on vaar,
ehk sekventsi valemkuju on samaselt toene.

Induktsiooni samm. Iga reegli jaoks tuleb niidata, et kui koik joonepeal-
sed valemid on samaselt toesed, siis ka joonealune valem on samaselt toene,
st. samaselt toesus liigub modda tuletuspuud allapoole. Piirdume siinkohal
implikatsiooni reeglite ja eituse paremale sissetoomise reegliga. Ulejisinud
juhud toestatakse analoogiliselt.

Implikatsiooni paremale sissetoomise reegel. Kui I' koosneb valemitest
Fi, ..., Fn, siis joonepealse sekventsi valemkuju on

Fi&..&Fn&F DG,
joonealuse sekventsi valemkuju aga
Fike.. & Fad(FDG).

Oletame, et esimene valemkuju on samaselt tdene, kuid teine valemkuju
on mingil viartustusel vaar. Siis peab valem F; & ... & F, olema sellel viir-
tustusel toene ja valem F D G vidar. Viimasest jareldub, et valem F on toene
ja valem G on vaar. Niiiid aga on esimene valemkuju vair, sest implikatsiooni
eesliige on toene ja tagaliige vair. See on vastuolus tema samaselt tGesusega.
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Vastuolu tekkis oletusest, et teine valemkuju on mingil vidrtustusel viar.
Jérelikult teine valemkuju on samaselt toene.

Implikatsioont paremalt eemaldamise reegel. Kui I' koosneb valemitest
Fi,...,Fn, siis joonepealsete sekventside valemkujud on

Fi&...&FnDF

ja
Fi&...&F,D(FDG)

ning joonealuse sekventsi valemkuju
fl&&ang

Oletame, et esimesed kaks valemkuju on samaselt toesed, kuid kolmas
valemkuju on mingil vadrtustusel vair. Siis peab valem Fi & ... & F, olema
sellel vaartustusel tdene ja valem G vaidr. Kuna esimene valemkuju on sama-
selt toene ja implikatsiooni eesliige on toene, siis on ka valem F toene. Niiiid
on teise implikatsiooni tagaliige vaadeldaval vaartustusel viar, eesliige toene
ja kogu implikatsioon véir. See on vastuolus teise valemkuju samaselt toesu-
sega. Vastuolu tekkis oletusest, et kolmas valemkuju on mingil vidrtustusel
vadr. Jarelikult kolmas valemkuju on samaselt tdene.

Eituse paremale sissetoomise reegel. Kui I koosneb valemitest Fi, ..., F,,
siis joonepealsete sekventside valemkujud on

Fi& ... &F,&FDG

ja

ning joonealuse sekventsi valemkuju
Fr&...&F,DF.

Oletame, et esimesed kaks valemkuju on samaselt toesed, kuid kolmas
valemkuju on mingil vadrtustusel vair. Siis peab valem Fi & ... & F, olema
sellel vaartustusel toene, valem —F viar ning valem F toene. Jarelikult on
kahes esimeses valemkujus molemas implikatsiooni eesliige toene. Kui vaa-
deldaval viartustusel on valem G on véir, siis esimene valemkuju on samuti
viar; kui aga valem G on toene, siis =G on viir ja teine valemkuju on véar.
Mbdlemal juhul saame vastuolu samaselt toesusega. Vastuolu tekkis oletusest,
et kolmas valemkuju on mingil viartustusel vaar. Jarelikult kolmas valemkuju
on samaselt toene.
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Ulejésnud juhud vaadatakse libi sarnasel viisil: oletame, et iilemised sek-
ventsid on samaselt toesed, kuid alumine sekvents on mingil vadrtustusel
vaar. Sekventsi osadeks jaotades jouame vastuoluni, mis tdhendab, et alu-
mine sekvents ei saa olla vaar iihelgi vadrtustusel, vaid peab olema samaselt
toene. O

Aksiomaatilise teooria oluline omadus, mida tihtipeale saab siduda kor-
rektsusega, on mittevasturdikivus. Erinevalt korrektsusest ja téielikkusest on
mittevasturddkivus puhtalt siintaktiline moiste ega soltu valitud semantikast.
Kuid see-eest peavad tuletatavad objektid olema sellised, et on motet rdakida
vihemalt nende osade eitustest. Olgu tuletatavateks objektideks sekventsid.

Definitsioon 6. Aksiomaatilist teooriat nimetatakse vasturaédkivaks, kui
leidub valem F, et selles teoorias on tuletatavad sekventsid - F ja - —F.
Kui niisugust valemit ei leidu, siis nimetatakse teooriat mittevasturaikivaks.

Teoreem 2. (Mittevasturidikivuse teoreem.) Lausearvutus on mittevas-
turddkiv.

Toestus. Oletame vastupidi, et leidub lausearvutuse valem F, et on tule-
tatavad nii sekvents - F kui ka sekvents - —F. Korrektsuse teoreemi pohjal
on iga tuletatava sekventsi valemkuju samaselt toene. See tdhendab, et valem
F ja valem —F on samaselt toesed, mis aga on voimatu. O

3.4. Lausearvutuse taielikkus

Jargmisena votame vaatluse alla lausearvutuse téielikkuse kiisimuse.
Olgu A lausemuutuja ning « toeviédrtus. Tahistame

AO‘:{A’ kui a =1t

—-A, kuia=wv

Teoreem 3. (Valemi toevadrtuse arvutamisest.) Olgu F lausearvutuse
valem ja A, ..., A, koik temas esinevad lausemuutujad. Kui valem F on
muutujate vadrtustusel (aq, ..., «a,) tdene, siis on tuletatav sekvents

AP, Am b

kui valem F on muutujate vidrtustusel (aq,...,q,) vair, siis on tuletatav
sekvents

A% A S F

Sisuliselt viidab teoreem seda, et me saame aksiomaatilises siisteemis vél-
ja arvutada valemi toevidrtuse etteantud vidrtustusel. Niiteks viidab teo-
reem, et on tuletatav sekvents A,—B F —=(=AV B), sest valem =AV B on
vaartustusel (¢,v) vaar.
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Toestus. Toestame teoreemi induktsiooniga valemi struktuuri jargi.

Induktsiooni baas. Kui F on lausemuutuja, néiteks A, ja o = t, siis teoree-
mi viite kohaselt peab olema tuletatav sekvents A - A. Kui o = v, siis peab
olema tuletatav sekvents = A - = A. Mdlemad sekventsid on tuletatavad, sest
nad on aksioomid.

Induktsiooni samm. Vaatleme eraldi juhte valemi ehituse jérgi.

Juht 1. Olgu valem F kujul =G. Oletame, et valemi G jaoks on teoreem

toestatud. Vaatleme vaartustust (asq, ..., a,). Kui valem F on sellel vadrtus-
tusel toene, siis on vaja nédidata, et on tuletatav sekvents AT, ... Ao = F
ehk AT", ... A% I =G. Et valem G on vaadeldaval vaartustusel vidr, siis on

viimane sekvents tuletatav induktsiooni eelduse pohjal.

Kui valem F on vaadeldaval viartustusel véir, siis on vaja naidata, et
on tuletatav sekvents AT, ..., A)" = —=F ehk AT, ..., A)" F =—G. Et valem
G on sellel vaartustusel toene, siis induktsiooni eelduse pohjal on tuletatav
sekvents A", ..., Ao" = G. Otsitava sekventsi saame tuletada jargmiselt

AT ARG
AT AT SGEG AT AT —GF -G
AS AT -G

Sekvents vasakus harus on tuletatav induktsiooni eelduse pohjal.

Juht 2. Olgu valem F kujul G & H. Oletame, et valemite G ja H jaoks on
teoreem toestatud. Vaatleme vidrtustust (o, ..., ay). Kui F on sellel viir-
tustusel toene, siis on vaja niidata, et on tuletatav sekvents AT, ..., Ao" = F
ehk AT, ... Ay F G&H. Et valemid G ja H peavad olema toesed, siis
induktsiooni eelduse pohjal on tuletatavad sekventsid A',..., Ar" F G ja
AT AN H. Otsitava sekventsi saame tuletada jargmiselt

A ARG AT, AT
AT A GG H

Kui valem F on vaadeldaval vadrtustusel viér, siis on vaja néidata, et on
tuletatav sekvents A{*, ..., AS" = —=F ehk AT, ..., A% F =(G & H). Valem
F saab olla vaér kahel juhul. Kui G on véér, siis induktsiooni eelduse pohjal
on tuletatav AT, ..., A2" F =G ja vajalik tuletus on

A?lj.“,Agn,g,’Hl—g A?I,,..,Agnl——!g
A, AW GRHFG AN, A GGHF -G
A A (GG H)

Kui H on véaar, siis on tdestus analoogline.
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Juht 3. Olgu valem F kujul G VH. Oletame, et valemite G ja H jaoks on
teoreem toestatud. Vaatleme vidrtustust (o, ..., ay). Kui F on sellel viir-
tustusel toene, siis on vaja ndidata, et on tuletatav sekvents AT, ..., Ao" = F
ehk AT, ... A2 = GV H. Valem F saab olla tdene kahel juhul. Kui G on
toene, siis induktsiooni eelduse pohjal on tuletatav A7",..., A% - G ja va-
jalik tuletus on

AT AT G
AT AN EGVH
Kui H on tene, siis on toestus analoogline.

Kui valem F on vaadeldaval viartustusel viar, siis on vaja ndidata, et
on tuletatav sekvents A, ... As" = —F ehk AT, ..., A% - =(GVH). Et
valemid G ja H peavad olema viirad, siis induktsiooni eelduse pohjal on
tuletatavad sekventsid A, ..., A;" = =G ja AT, ..., A;" F —H. Otsitava
sekventsi saame tuletada jargmiselt

AT AT G AT AT S AT A G & —HE ~(GVH)
A?l,...,Agnl——'g&—'H A?l,...,Agnl——!g&—l’HD—!(gVH)
AT AT ~(GVH)

Parempoolse haru iilemine sekvents on tuletatav jaotise 3.2 néite eeskujul.

Juht 4. Olgu valem F kujul G D H. Oletame, et valemite G ja H jaoks on
teoreem toestatud. Vaatleme vidrtustust (o, ..., a,). Kui F on sellel viir-
tustusel toene, siis on vaja niidata, et on tuletatav sekvents AT, ..., Ao" = F
ehk AT, ..., A;" = G DH. Valem F saab olla toene kahel juhul. Kui G on
védr, siis induktsiooni eelduse pohjal on tuletatav A, ... A% F =G ja va-
jalik tuletus on

AT, AmESG AT AT G -GFH
AT AT GE-G AT, A GF-GoH
AT AN GEH
AT AMEGOH

Parempoolse haru iilemine sekvents on tuletatav jaotise 3.2 eeskujul. Teisel
juhul, kui ‘H on toene, siis induktsiooni eelduse pohjal on tuletatav sekvents
AT AN H ja vajalik tuletus on

AT AT
AT AT G H
AT A FGOH
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Kui valem F on vaadeldaval viartustusel véir, siis on vaja naidata, et
on tuletatav sekvents A,..., A0» = —=F ehk AT, ... ;A" = ~(GDH). Et
valem G peab olema tdene ja valem H védr, siis induktsiooni eelduse pohjal
on tuletatavad sekventsid AT, ..., A)" = G ja AT, ..., Aom = —=H. Otsitava
sekventsi saame tuletada jargmiselt

AV LAY G
AP A GOHEG AT, A% GOHEGDOH A, A% A
AT, AT GOHEH A LAY GOHE -H
AM A - =(GDOH)

O
Teoreem 4. (Téielikkuse teoreem.) Kui sekventsi Fy, Fs,..., F, E G
valemkuju on samaselt toene, siis sekvents on tuletatav.
Toestus. a) Oletame kdigepealt, et n = 0. Siis on meil tegemist sekventsiga
F G. Viimase sekventsi valemkuju on G, seega on G samaselt tdene valem.
Vaja on niidata, et = G on tuletatav.
Olgu Ay, ..., A, koik lausemuutujad, mis sisalduvad valemis G. Eelmise
teoreemi pohjal on suvalise viédrtustuse («q, .. ., a;) korral tuletatav sekvents

A AT G

Néitame, et liikkmed sekventsi vasakult poolelt voib dra jatta.
Tdepoolest, kuna valem G on tdene vaartustustel (aq,...,an,_1,t) ja
(aq,...,0n_1,v), siis on tuletatavad sekventsid

AD LAY ARG ja AML L A% A, G

n—1 n—1

Niitid saame sekventsi
o Qp—1
All,...,Anzl l_g.

tuletada jargmiselt.

AN AT ARG AY AT SAL R G

y4in—1 > y4in—1 >
APt AT AV ARG
AS AT AV A, A AT AV A, 56

AP AT G

Vasakpoolse haru iilemine sekvents on tuletatav jaotise 3.2 eeskujul, parem-
poolse haru moélemad iilemised sekventsid on tuletatavad eelduse pohjal.

Niimoodi saab jark-jargult eemaldada vasakust poolest koik litkmed A5,
At ASe. Jarele jadb sekventsi G tuletus.

n—1
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b) Olgu niiiid n > 0. Sekventsi valemkuju on siis F; & . . . & F, O G. Kuna
eeldame, et see on samaselt toene, siis on toestuse eelmise osa pohjal tuletatav
sekvents

FFR&...&F,D4.
Siis on ka sekvents Fi,...,F, F G tuletatav:

Fi,....FhoFFR&.C&F, F,.... FaFFR&...&F, DG
Fi,....,.Fa G

Vasakus harus olev sekvents on tuletatav konjunktsiooni komponentideks
lahutamise teel, parema haru iilemise sekventsi parem pool on tuletatav ka
ilma vasaku pooleta. U

Vottes korrektsuse ja taielikkuse teoreemi kokku, voime formuleerida tin-
gimuse, millised sekventsid on tuletatavad ja millised mitte.

Teoreem 5. (Tuletatavuse kirjeldus.) Sekventsiaalses lausearvutuses on
tuletatavad parajasti need sekventsid, mille valemkuju on samaselt toene.

Teisiti 6eldes, lausearvutuse aksiomaatiline teooria on korrektne ja taielik
samaselt toesuse semantika suhtes.

3.5. Sekventsiaalne predikaatarvutus

Predikaatarvutuse aksiomaatilise teooria konstrueerime sama pohimotte jargi
nagu lausearvutuses.

1. Tuletatavateks objektideks on sekventsid, st. avaldised kujul
Fi,Fo..., Fu b G,

kus Fi, Fo, ..., F,, G on predikaatarvutuse valemid, mis voivad sisal-
dada koiki lausearvutuse tehteid peale ekvivalentsi.

2. Aksioomid on sekventsid
LF,A+F,

kus F on mingi predikaatarvutuse valem ning I ja A tdhendavad su-
valist valemite jirjendit, mis voib olla ka tiihi.

3. Tuletusreeglid on

1) Lausearvutuse tuletusreeglid
2) Kvantorreeglid:
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Paremale sissetoomise reegel Vasakule sissetoomise reegel

' T+ F(o) T, F(t)F G
T var@ [ ViF(2) - G
_ I+ F(t) D, F(z)F G
T+ 327 (2) raF@ g

kus ¢ on suvaline term ja (x) tdhendab tingimust, et kvantoriga seotav
muutuja ei tohi esineda vabalt sekventsi iiheski teises valemis.

Tingimus (%) on oluline, ilma selleta voiksime tuletada mittekehtivaid
sekventse. Olgu niiteks toodud kaks sellist pseudotuletust, kus esimeses ig-
noreeritakse kitsendavat tingimust iildisuse kvantori, teises aga olemasolu
kvantori puhul.

P(z) - P(x) P(z) - P(x)
P(z) FVzP(x) JzP(x) - P(z)
dxP(z) - VaP(z) dxP(z) - Yz P(x)

Alumine sekvents véidab, et kui leidub objekt, millel on omadus P, siis on
omadus P koigil objektidel. Niisugune jareldus ilmselt ei kehti.

Uldisuse kvantori paremale sissetoomisel tihistab muutuja = teatavat
konkretiseerimata objekti. Kui on toestatud reegli iilemine sekvents, st. vale-
mite hulgast I' jireldub valem F(x), ja tingimus (%) kehtib, siis eeldustest I'
jareldub valem F(z) muutuja z iga viirtuse korral. Hulga I" valemid muu-
tujat x ei sisalda ning nende toeviartus jadb erinevatel x vadrtustel samaks.
Seega eeldustest I' jireldub ka valem VzF(z). Uldisuse kvantori vasakule sis-
setoomisel ei ole seevastu kitsendavat tingimust vaja: kui valemist F(t) saab
jareldada valemi G, siis ammugi saab valemi G jireldada valemist Vo F(z).

Olemasolu kvantori vasakule sissetoomisel tdhistab muutuja x samuti tea-
tavat konkretiseerimata objekti. Kui on toestatud, et valemite hulgast I' ning
valemist F(z) jareldub G, ja tingimus (x) kehtib, siis muutuja z viirtuse
muutmine ei saa seda jireldumist mojutada, sest iilejadnud valemite toeviir-
tus jadb muutuja x erinevatel vidrtustel samaks. Muu hulgas kehtib jérel-
dumine ka juhul, mil z mingi véidrtuse korral F(z) on toene ehk JzF(z) on
toene. Olemasolu kvantori paremale sissetoomisel pole kitsendust vaja, sest
kui on niidatud valemi F(¢) kehtivus, siis ilmselt kehtib ka valem JzF(z).
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Tuletuse otsimisel tuleb piiiida rakendada kitsendusega reegleid puu all-
osas ja ilma kitsenduseta reegleid iilaosas. Néiteks

P(y) = P(y)
VzP(z) F P(y)
VzP(z) - VyP(y)

Kvantorreegleid vastupidises jarjekorras rakendades voime jouda sekventsini,
mille tuletamine on voimatu. Naiteks

P(t) = P(y)
P(t) = VyP(y)
VzP(z) - VyP(y)

Termiks ¢ ei saa votta muutujat y, sest siis oleks viimasel sammul tingimus
(%) rikutud.
Koostame sekventsi V(P (z) & Q(z)) - Ve P(z) & YxQ(z) tuletuspuu.

P(x), Q(r) b P(x) P(z), Q(z) = Q(x)
P(z) & Q(x) = P(x) Px) & Q(r) - Qx)
Vx(P(x)&Q( ) F P(x) Vx(P(x)&Q( ) F Q(z)
Va(P(r) & Q) - VoP(z) Va(P(r) & Qx)) = VaQ(z)
V(P (x) & Q(x)) = Vo P(r) & VeQ(x)

Predikaatarvutuse puhul huvitavad meid samasugused kiisimused nagu
lausearvutuses: korrektsus, taielikkus ja mittevasturaakivus.

Teoreem 6. (Korrektsuse teoreem.) Kui sekvents Fy, F, ..., F, = G on
tuletatav, siis tema valemkuju on samaselt toene.

Toestus. Toestame teoreemi induktsiooniga tuletuspuu struktuuri jérgi.

Induktsiooni baas. Kui sekvents on aksioom, siis kehtib analoogiline arut-
lus nagu vastavas teoreemis lausearvutuse kohta.

Induktsiooni samm. Iga reegli jaoks tuleb niidata, et kui koik joonepeal-
sed valemid on samaselt tdesed, siis ka joonealune valem on samaselt toene,
st. samaselt toesus liigub modda tuletuspuud allapoole. Lausearvutuse reeg-
lite korral saab vastava toestuse iile kanda. Vaja on vaadelda veel kvantor-
reegleid. Piirdume siinkohal iildisuse kvantoriga, olemasolu kvantori juhul on
toestus analoogiline.

Uldisuse kvantori paremale sissetoomise reegel. Joonepealse sekventsi va-
lemkuju on

Fi& ... &F, D F(x),
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joonealuse sekventsi valemkuju aga
Fi& ... & Fn D VaF(x).

Oletame, et esimene valemkuju on samaselt toene, kuid teine valemku-
ju on mingis struktuuris A véar. Siis peab valem F; & ... & F, olema selles
struktuuris toene ja valem Yz F(z) vadr. Kuna viimane valem on véér, siis
leidub pohihulgas U4 element ug, et kui muutujale x omistada element uy,
siis valem F(z) on védr. Vaatleme niiiid struktuuri A, /), mis langeb struk-
tuuriga A kokku koikjal, ainsa erinevusega, et muutuja x interpretatsiooniks
valime elemendi ug. Kuna valemid Fi, ..., F, ei sisalda tingimuse (x) tottu
muutujat x vabalt, siis valem F; & ...& F, on ka selles struktuuris toene.
Valem F(z) on aga vaar. Niilid aga on esimene valemkuju véir, sest impli-
katsiooni eesliige on tGene ja tagaliige viir. See on vastuolus tema samaselt
toesusega. Vastuolu tekkis oletusest, et teine valemkuju on mingis struktuuris
vadr. Jarelikult teine valemkuju on samaselt toene.

Uldisuse kvantori vasakule sissetoomise reegel. Joonepealse sekventsi va-
lemkuju on

Fi& ... &F. & F(t) DG,

joonealuse sekventsi valemkuju aga
Fir& .. . &Fn&VeF(x) DG.

Oletame, et esimene valemkuju on samaselt tdene, kuid teine valemkuju
on mingis struktuuris A viar. Siis peab valem F; & ... & F,, & Ve F(z) olema
selles struktuuris toene ja valem G véir. Konjunktsiooni omaduse pohjal on
valemid Fy, ..., F,, VoF(z) koik toesed. Kuna valem Yz F(x) on toene, siis
on toene ka valem F(t). Niiid aga on esimene valemkuju véir, sest impli-
katsiooni eesliige on tGene ja tagaliige viir. See on vastuolus tema samaselt
toesusega. Vastuolu tekkis oletusest, et teine valemkuju on mingis struktuuris
vadr. Jarelikult teine valemkuju on samaselt toene. O

Teoreem 7. (Mittevasturddkivuse teoreem.) Predikaatarvutus on mitte-
vasturdikiv.

Toestus. Toestus on analoogiline lausearvutuse juhuga. O

Teoreem 8. (Téielikkuse teoreem.) Kui sekventsi Fy, Fo,..., F, F G
valemkuju on samaselt toene, siis sekvents on tuletatav.

Selle teoreemi toestas Austria loogik K. Godel aastal 1930. Omal ajal oli
see matemaatilise loogika iiks silmapaistvamaid tulemusi.

Teoreem 9. (Tuletatavuse kirjeldus.) Sekventsiaalses predikaatarvutuses
on tuletatavad parajasti need sekventsid, mille valemkuju on samaselt tdene.

Teisiti 6eldes, predikaatarvutuse aksiomaatiline teooria on, nagu lausear-
vutuse omagi, korrektne ja téielik samaselt tdesuse semantika suhtes.
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