
�� Aksiomaatilised teooriad

���� Aksiomaatilise teooria �ldskeem

Mitmed teaduslikud teooriad on �les ehitatud aksiomaatiliselt� See t�hendab�
et on valitud teatav hulk v�iteid� mida nimetatakse aksioomideks ja mis
loetakse kehtivaks ilma t�oestamata� ning k�oik �lej��nud v�ited t�oestatak�
se aksioomidest l�htudes� Aksiomaatilise l�henemisviisi alusepanijaks on va�
nakreeka matemaatik Eukleides �u� 	
� � u� 	

 e�m�a�� kes korrastas sel
viisil tolleaegse geomeetria� Pikki sajandeid kujutas Eukleidese geomeetria
endast ranguse ja s�stematiseerituse mustern�idet ning ta oli kuni ��� sa�
jandini ainus t�osiseltv�oetav aksiomaatiline teooria� T�naseks on koostatud
aksiomaatika paljude distsipliinide jaoks� sealhulgas ka selliste jaoks� mis ot�
seselt matemaatika valdkonda ei kuulu�

Aksiomaatilise teooria �lesehitamisel tuleb selgus leida kahes k�simuses�
mis on aksioom ja mis on t�oestus� Tavaarusaama j�rgi t�hendab aksioom
v�idet� mis on silmn�htavalt �oige� Selliselt m�oistis aksioomi arvatavasti ka
Eukleides� Ta eeldas� et geomeetilised laused kirjeldavad �mbritsevat ruumi�
ja valis nende lausete hulgast v�lja niisugused� mis tundusid olevat k�oige ilm�
semad� Teadmiste arenedes aga tekkisid kahtlused ja ��� sajandil selgus� et
need aksioomid ei tarvitse sugugi reaalse ruumiga vastavuses olla � �mbri�
tev ruum v�oib olla selline� et Eukleidese aksioomid seal ei kehti� Seep�rast ei
m�oisteta t�nap�eval aksioomi all enam silmn�htavalt �oiget v�idet� T�nap�eva
aksioomid on enamasti de�nitsiooni rollis� nendega �kseeritakse uurimisob�
jektiks k�oikv�oimalike struktuuride klass� kus aksioomid kehtivad� v�itmata
midagi aksioomide ja tegelikkuse vahelise seose kohta� N�iteks kaasaegses
geomeetrias t�hendab ruum iga sellist struktuuri� kus kehtivad kaasaegse
geomeetria aksioomid� M�onel juhul v�oivad aksioomideks olla relatiivsed t�oed�
mis on �oiged sel m��ral� nagu nad on katseliselt kontrollitud� Niimoodi m�ois�
tetakse aksioome n�iteks loodusteadustes� mis on s�stemaatilisuse huvides
aksiomaatiliselt �les ehitatud�

Aja jooksul on olnud vaja t�psustada ka t�oestuse m�oistet� J�llegi tavaaru�
saamale tuginedes v�oime �elda� et esimesest v�itest j�reldub teine� kui teine
v�ide on esimese v�itega piisavalt p�ohjendatud� Erimeelsusi tekitab see� mi�
da lugeda piisavaks p�ohjenduseks� N�iteks Eukleides kasutas oma teoreemi�
de t�oestamisel vaikimisi lauseid� mis reaalses ruumis k�ll kehtivad� kuid mis
rangelt v�ottes aksioomidest ei j�reldu� V�oime ette kujutada ruume� kus k�oik
Eukleidese aksioomid on t�idetud� aga need omap�i lisatud laused mitte�
Vastavalt ei kehti sellistes ruumides ka nendel lausetel p�ohinevad teoreemid�
Matemaatikute hulgas puudub n�iteks �ksmeel v�listatud kolmanda seaduse
suhtes� Kas n�iteks k�oigil meie poolt t�oestamata ja isegi formuleerimata lau�

	




setel on alati olemas kindel t�oev��rtus �t�oene� v�oi �v��r�� Kahtlusi tekitab
ka nn� olemasoluteoreemide t�oestamine kaudsel viisil� n�iteks vastuv�iteliselt�
ilma otsitavat objekti tegelikult k�tte n�itamata�

Eespool toodud kaalutlused sunnivad aksiomaatilise teooria �lesehita�
misel t�pselt m��ratlema laused� mida loetakse aksioomideks� ja sammud�
mida lubatakse teoreemide t�oestamisel teha� Aksiomaatilisi teooriaid ehita�
takse �les j�rgmise �ldskeemi kohaselt�

�� Fikseeritakse t�hestik ja antakse valemi de�nitsioon�
�� Osa valemeid loetakse aksioomideks� Neid pole teoorias vaja t�oestada�
	� Fikseeritakse l�oplik hulk tuletusreegleid kujul

F��F�� � � � �Fn

G

mis lubavad valemitest F�� F�� � � � � Fn vahetult tuletada valemi G�

Paneme t�hele� et siin tegeldakse mitte enam lausete v�oi v�idetega� vaid va�
lemitega� Valem� vastupidiselt lausele� on kindlapiiriline m�oiste ja kujutab
endast kasutatava t�hestiku s�mbolite j�rjendit� Erijuhul v�oib valem t�hen�
dada lausearvutuse v�oi predikaatarvutuse valemit� �ldskeem ei m��ra� mil�
lise printsiibi j�rgi loetakse valemeid aksioomideks� sest loogika seisukohalt
on see ebaoluline� T�htis on vaid� et m�oned valemid kehtivad ilma t�oestuseta
ja et v�hemalt �ks valem on aksioom� Samme t�oestuses saab teha ainult tu�
letusreeglite abil� Tuletusreegli alumise valemi v�oib lugeda t�oestatuks ainult
siis� kui vastavad �lemised valemid on t�oestatud v�oi aksioomid�

Definitsioon �� Tuletuseks ehk formaalseks t�oestuseks nimetatakse su�
valist valemite jada F�� F�� � � � � Fn� milles iga valem on kas aksioom v�oi
saadud mingi tuletusreegliga temale eelnevatest valemitest�

Definitsioon �� Valemit F nimetatakse tuletatavaks� kui leidub tuletus�
mille viimane liige on valem F �

Aksiomaatilise teooria n�itena vaatleme teooriat MIU�

�� T�hestik on fM� I�Ug� Valemid on k�oikv�oimalikud s�mbolite j�rjendid�
�� Ainuke aksioom on MI�
	� Teoorias on neli tuletusreeglit�

�� �I
�IU

�� M�
M � �

	� �III�
�U�

�� �UU���

S�mbol � t�histab suvalist s�mbolite j�rjendit �ka t�hja��
L�htudes aksioomist ja kasutades antud nelja reeglit� saab konstrueerida

j�rgmise tuletuse�

	�



�� MI aksioom
�� MII reegel �
	� MIIII reegel �
�� MUI reegel 	
�� MUIU reegel �

� MUIUUIU reegel �
�� MUIIU reegel �

Kuigi valemiteks v�otsime k�oikv�oimalikud s�mbolite j�rjendid� ei ole sugugi
mitte k�oik valemid selles teoorias tuletatavad� N�iteks peavad k�oik tuleta�
tavad valemid algama s�mboliga M� sest pole reeglit� millega selle s�mboli
valemi algusest eemaldada saaks�

Nagu lause� ja predikaatarvutuseski� m�oistetakse ka k�esolevas peat�kis
valemeid puhtalt s�ntaktiliste objektidena� millel enne vastavat m��rangut
pole mingit sisu� Valemid on s�mbolijadad� Tuletusreegleid kasutades saab
olemasolevatest s�mbolijadadest koostada uusi� Valemi t�oestamiseks piisab�
kui kirjutame aksioome reeglite kohaselt sobival viisil �mber�

T�henduse annab valemitele semantika� Arusaadavalt v�oib samale valemi�
komplektile anda erinevaid t�hendusi� st� de�neerida erinevaid semantikaid�
Valemi t�hendus erinevates semantikates v�oib olla t�iesti erinev� �laltoodud
teooria valemeid v�oib interpreteerida n�iteks kui arve k�mnends�steemis�
veduri ja vagunite lubatavaid j�rjestusi� aminohappeid valgus jne� Edaspidi
piirdume aga selliste semantikatega� milles saab r��kida valemi t�oev��rtusest�

Niisiis on meil �helt poolt teooria �hes oma valemite� aksioomide ja tu�
letusreeglitega� teiselt poolt semantika� mis annab igale valemile t�oev��rtuse
�t�oene� v�oi t�oev��rtuse �v��r�� Teooria ja semantika vahekorda kirjeldamiseks
de�neerime j�rgmised kaks m�oistet�

Definitsioon �� Aksiomaatilist teooriat nimetatakse korrektseks seman�
tika S suhtes� kui iga selles teoorias tuletatav valem on semantikas S t�oene�

Definitsioon �� Aksiomaatilist teooriat nimetatakse t�ielikuks semanti�
ka S suhtes� kui iga semantikas S t�oene valem on selles teoorias tuletatav�

Vaatleme n�iteks j�rgmist aksiomaatilist teooriat�

�� T�hestik on fI��g� Valemid on sellised s�mbolite j�rjendid� mis sisal�
davad t�pselt �hte s�mbolit ��

�� Ainuke aksioom on ��
	� Ainuke tuletusreegel on

I � I
�

kus � on suvaline valem�

Selles teoorias on tuletatavad parajasti need valemid� milles m�olemal pool
s�mbolit � on v�ordne arv s�mboleid I� n�iteks �� I�I� II�II� III�III�
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Omistame n��d teooria valemitele t�henduse� De�neerime semantika kol�
mel erineval viisil�

Semantika S�� m�n t�hendab m � n

Semantika S�� m�n t�hendab m � n

Semantika S�� m�n t�hendab m � n

Semantika S� suhtes on meie teooria korrektne ja t�ielik� iga tuletatav
valem on selles semantikas t�oene ja iga semantikas t�oene valem on tuletatav�
Semantika S� suhtes on teooria korrektne� kuid pole t�ielik� iga tuletatav va�
lem on semantikas S� t�oene� kuid leidub semantikas S� t�oeseid valemeid� mis
pole tuletatavad� Semantika S� suhtes pole teooria ei korrektne ega t�ielik�

Teooriat v�oib t�iendada� lisades tuletusreegli

�I
�

kus � on suvaline valem� Saadud kahe tuletusreegliga teooria pole semantika
S� suhtes korrektne� kuid on t�ielik� Semantika S� suhtes on uus teooria kor�
rektne ja t�ielik� semantika S� suhtes pole teooria korrektne� on aga t�ielik�

���� Sekventsiaalne lausearvutus

V�otame n��d vaatluse alla lausearvutuse aksiomaatika�

�� Tuletatavateks objektideks on sekventsid� st� avaldised kujul

F��F�� � � � �Fn � G�

kus F�� F�� � � � � Fn� G on lausearvutuse valemid� mis v�oivad sisaldada
k�oiki lausearvutuse tehteid peale ekvivalentsi�

�� Aksioomid on sekventsid

��F �� � F �

kus F on mingi lausearvutuse valem ning � ja � t�hendavad suvalist
valemite j�rjendit� mis v�oib olla ka t�hi�

	� Tuletusreeglid on j�rgmised�

	�



Paremale sissetoomise reegel Vasakule sissetoomise reegel�
Paremalt eemaldamise reegel

�
� � F � � G
� � F �G

��F �G � H
��F �G � H

� � � F
� � F �G

� � G
� � F �G

��F � H ��G � H
��F �G � H

�
��F � G
� � F �G

� � F � � F �G
� � G

�
��F � G ��F � �G

� � �F
� � ��F
� � F

Peale selle on kaks struktuurset reeglit

� � F
��G � F

����F � G
��F �� � G

S�mbolid � ja � t�hendavad nagu ennegi suvalist valemite jada�

Sekventsi F��F�� � � � �Fn � G m�oistame nii� valemitest F�� F�� � � � � Fn

j�reldub valem G� See vastab paljude matemaatiliste v�idete �ldisele kujule �
kui eeldused kehtivad� siis kehtib ka v�ide�

Aksioomideks olevad sekventsid v�ljendavad k�oige ilmsemat j�reldumist�
Kindlasti v�oime eeldustest j�reldada v�ite� kui v�ide esineb ise juba eelduste
hulgas�

Teooria peamine sisu on koondatud tuletusreeglitesse� Need vastavad
enam�v�hem matemaatikas kasutatavatele t�oestusv�otetele� N�iteks konjunkt�
siooni paremale sissetoomise reegli abil saab tuletada sekventsi � � F �G�
kui eelnevalt on tuletatud sekventsid � � F ja � � G�

Sellises s�steemis on tuletus jada� kus j�rjekordse sekventsi saamiseks
viidatakse tuletusreeglile ja eespool asetsevale sekventsile� Juhul� kui reeglil
on mitu eeldust� tuleb loomulikult kasutada mitut eespool asuvat sekventsi�
Ent tuletust otsida on k�esolevas s�steemis siiski otstarbekam mitte jada�
vaid puu kujul� Kui meil on ette antud sekvents� siis v�oime p��da selgitada�
millise reegliga see sekvents tekkida v�oib� Teinud reegli kindlaks� tuleb edasi
otsida j�rgmist reeglit� millega saab tekkida selle reegli eeldus �v�oi eeldused��
siis reeglit� mis sobib j�rgmiste eelduste tuletamiseks jne� Seal� kus kasutame
rohkem kui �he eeldusega reeglit� tekib puus hargnemine�

�




Tuletame n�iteks sekventsi A��B �C� � A�B �A�C�

A�B � A A�B � B
A�B � A�B

A�B � A�B �A�C

A�C � A A�C � C
A�C � A�C

A�C � A�B �A�C

A�B �C � A�B �A�C

A��B �C� � A�B �A�C

Kui sekventsi vasakus pooles esinevad mingi valem ja tema eitus korraga�
siis saab j�reldada �ksk�oik millise teise valemi� Eriv�ottena tuleb seejuures
kasutada kahekordse eituse paremalt eemaldamise reeglit�

A��A�B � A A��A�B � �A

A��A � ��B
A��A � B

Tuletatavad on k�oik lausearvutuse tehete vahelised seosed� Eituse pare�
male sissetoomise reeglis tuleb puuduv valem m��rata ise� N�iteks

�A��B�A � A

�A��B�B��A � B �A��B�B��A � �B
�A��B�B � ��A
�A��B�B � A

�A��B�A�B � A �A��B�A�B � �A

�A��B � ��A�B�

�A��B � ��A�B�

Samuti saab tuletada tautoloogiaid� sekventse� mille vasak pool on t�hi�

��A��A�� A � A

��A��A�� A � A��A ��A��A�� A � ��A��A�

��A��A� � �A

��A��A� � A��A ��A��A� � ��A��A�

� ���A��A�

� A��A

���� Lausearvutuse korrektsus ja mittevastur��kivus

Iga aksiomaatilise teooria puhul huvitab meid k�simus� millised valemid on
tuletatavad ja millised mitte� Teooria �hed k�oige olulisemad omadused on
korrektsus ja t�ielikkus� Eelneva punkti p�ohjal v�oib oletada� et lausearvutuse

��



aksiomaatilises teoorias on tuletatavad sekventsid� mille eesliikme valemitest
j�reldub tagaliikme valem� ning k�oik �lej��nud sekventsid on mittetuletata�
vad� K�esolevas ja j�rgmises punktis t�oestame� et nii see tegelikult ongi�

Definitsioon �� Sekventsi F��F�� � � � �Fn � G valemkujuks nimetatakse
valemit F��F�� � � ��Fn�G� kui n � �� ja valemit G� kui n � ��

Teoreem �� �Korrektsuse teoreem�� Kui sekvents F��F�� � � � �Fn � G on
tuletatav� siis tema valemkuju on samaselt t�oene�

T�oestus� T�oestame teoreemi induktsiooniga tuletuspuu struktuuri j�rgi�
Induktsiooni baas� Kui sekvents on aksioom� siis esineb tagaliikme valem

eesliikme valemite hulgas ning sekventsil on kuju

F�� � � � �Fi���F �Fi��� � � � �Fn � F �

Selle sekventsi valemkuju on

F�� � � ��Fi���F �Fi��� � � ��Fn�F �

Oletame� et leidub k�oigi siin esinevate lausemuutujate v��rtustus� et valem
on v��r� Siis peab implikatsiooni eesliige olema t�oene ja tagaliige v��r� Ku�
na eesliige on t�oene� siis on t�oesed k�oik tema komponendid� kaasa arvatud
valem F � See aga on vastuolus sellega� et implikatsiooni tagaliige on v��r�
J�relikult ei leidu v��rtustust� kus vaadeldava sekventsi valemkuju on v��r�
ehk sekventsi valemkuju on samaselt t�oene�

Induktsiooni samm� Iga reegli jaoks tuleb n�idata� et kui k�oik joonepeal�
sed valemid on samaselt t�oesed� siis ka joonealune valem on samaselt t�oene�
st� samaselt t�oesus liigub m��da tuletuspuud allapoole� Piirdume siinkohal
implikatsiooni reeglite ja eituse paremale sissetoomise reegliga� �lej��nud
juhud t�oestatakse analoogiliselt�

Implikatsiooni paremale sissetoomise reegel� Kui � koosneb valemitest
F�� � � � �Fn� siis joonepealse sekventsi valemkuju on

F�� � � ��Fn�F �G�

joonealuse sekventsi valemkuju aga

F�� � � ��Fn��F �G��

Oletame� et esimene valemkuju on samaselt t�oene� kuid teine valemkuju
on mingil v��rtustusel v��r� Siis peab valem F�� � � ��Fn olema sellel v��r�
tustusel t�oene ja valem F �G v��r� Viimasest j�reldub� et valem F on t�oene
ja valem G on v��r� N��d aga on esimene valemkuju v��r� sest implikatsiooni
eesliige on t�oene ja tagaliige v��r� See on vastuolus tema samaselt t�oesusega�

��



Vastuolu tekkis oletusest� et teine valemkuju on mingil v��rtustusel v��r�
J�relikult teine valemkuju on samaselt t�oene�

Implikatsiooni paremalt eemaldamise reegel� Kui � koosneb valemitest
F�� � � � �Fn� siis joonepealsete sekventside valemkujud on

F�� � � ��Fn�F

ja
F�� � � ��Fn��F �G�

ning joonealuse sekventsi valemkuju

F�� � � ��Fn�G�

Oletame� et esimesed kaks valemkuju on samaselt t�oesed� kuid kolmas
valemkuju on mingil v��rtustusel v��r� Siis peab valem F�� � � ��Fn olema
sellel v��rtustusel t�oene ja valem G v��r� Kuna esimene valemkuju on sama�
selt t�oene ja implikatsiooni eesliige on t�oene� siis on ka valem F t�oene� N��d
on teise implikatsiooni tagaliige vaadeldaval v��rtustusel v��r� eesliige t�oene
ja kogu implikatsioon v��r� See on vastuolus teise valemkuju samaselt t�oesu�
sega� Vastuolu tekkis oletusest� et kolmas valemkuju on mingil v��rtustusel
v��r� J�relikult kolmas valemkuju on samaselt t�oene�

Eituse paremale sissetoomise reegel� Kui � koosneb valemitest F�� � � � �Fn�
siis joonepealsete sekventside valemkujud on

F�� � � ��Fn�F �G

ja
F�� � � ��Fn�F ��G

ning joonealuse sekventsi valemkuju

F�� � � ��Fn��F �

Oletame� et esimesed kaks valemkuju on samaselt t�oesed� kuid kolmas
valemkuju on mingil v��rtustusel v��r� Siis peab valem F�� � � ��Fn olema
sellel v��rtustusel t�oene� valem �F v��r ning valem F t�oene� J�relikult on
kahes esimeses valemkujus m�olemas implikatsiooni eesliige t�oene� Kui vaa�
deldaval v��rtustusel on valem G on v��r� siis esimene valemkuju on samuti
v��r� kui aga valem G on t�oene� siis �G on v��r ja teine valemkuju on v��r�
M�olemal juhul saame vastuolu samaselt t�oesusega� Vastuolu tekkis oletusest�
et kolmas valemkuju on mingil v��rtustusel v��r� J�relikult kolmas valemkuju
on samaselt t�oene�
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�lej��nud juhud vaadatakse l�bi sarnasel viisil� oletame� et �lemised sek�
ventsid on samaselt t�oesed� kuid alumine sekvents on mingil v��rtustusel
v��r� Sekventsi osadeks jaotades j�ouame vastuoluni� mis t�hendab� et alu�
mine sekvents ei saa olla v��r �helgi v��rtustusel� vaid peab olema samaselt
t�oene� �

Aksiomaatilise teooria oluline omadus� mida tihtipeale saab siduda kor�
rektsusega� on mittevastur��kivus� Erinevalt korrektsusest ja t�ielikkusest on
mittevastur��kivus puhtalt s�ntaktiline m�oiste ega s�oltu valitud semantikast�
Kuid see�eest peavad tuletatavad objektid olema sellised� et on m�otet r��kida
v�hemalt nende osade eitustest� Olgu tuletatavateks objektideks sekventsid�

Definitsioon �� Aksiomaatilist teooriat nimetatakse vastur��kivaks� kui
leidub valem F � et selles teoorias on tuletatavad sekventsid � F ja � �F �
Kui niisugust valemit ei leidu� siis nimetatakse teooriat mittevastur��kivaks�

Teoreem �� �Mittevastur��kivuse teoreem�� Lausearvutus on mittevas�
tur��kiv�

T�oestus� Oletame vastupidi� et leidub lausearvutuse valem F � et on tule�
tatavad nii sekvents � F kui ka sekvents � �F � Korrektsuse teoreemi p�ohjal
on iga tuletatava sekventsi valemkuju samaselt t�oene� See t�hendab� et valem
F ja valem �F on samaselt t�oesed� mis aga on v�oimatu� �

���� Lausearvutuse t�ielikkus

J�rgmisena v�otame vaatluse alla lausearvutuse t�ielikkuse k�simuse�
Olgu A lausemuutuja ning � t�oev��rtus� T�histame

A� �

�
A� kui � � t

�A� kui � � v

Teoreem �� �Valemi t�oev��rtuse arvutamisest�� Olgu F lausearvutuse
valem ja A�� � � � � An k�oik temas esinevad lausemuutujad� Kui valem F on
muutujate v��rtustusel ���� � � � � �n� t�oene� siis on tuletatav sekvents

A��
� � � � � � A�n

n � F �

kui valem F on muutujate v��rtustusel ���� � � � � �n� v��r� siis on tuletatav
sekvents

A��
� � � � � � A

�n
n � �F �

Sisuliselt v�idab teoreem seda� et me saame aksiomaatilises s�steemis v�l�
ja arvutada valemi t�oev��rtuse etteantud v��rtustusel� N�iteks v�idab teo�
reem� et on tuletatav sekvents A��B � ���A�B�� sest valem �A�B on
v��rtustusel �t� v� v��r�

��



T�oestus� T�oestame teoreemi induktsiooniga valemi struktuuri j�rgi�
Induktsiooni baas� Kui F on lausemuutuja� n�iteks A� ja � � t� siis teoree�

mi v�ite kohaselt peab olema tuletatav sekvents A � A� Kui � � v� siis peab
olema tuletatav sekvents �A � �A� M�olemad sekventsid on tuletatavad� sest
nad on aksioomid�

Induktsiooni samm� Vaatleme eraldi juhte valemi ehituse j�rgi�
Juht �� Olgu valem F kujul �G� Oletame� et valemi G jaoks on teoreem

t�oestatud� Vaatleme v��rtustust ���� � � � � �n�� Kui valem F on sellel v��rtus�
tusel t�oene� siis on vaja n�idata� et on tuletatav sekvents A��

� � � � � � A�n
n � F

ehk A��
� � � � � � A

�n
n � �G� Et valem G on vaadeldaval v��rtustusel v��r� siis on

viimane sekvents tuletatav induktsiooni eelduse p�ohjal�
Kui valem F on vaadeldaval v��rtustusel v��r� siis on vaja n�idata� et

on tuletatav sekvents A��
� � � � � � A

�n
n � �F ehk A��

� � � � � � A
�n
n � ��G� Et valem

G on sellel v��rtustusel t�oene� siis induktsiooni eelduse p�ohjal on tuletatav
sekvents A��

� � � � � � A
�n
n � G� Otsitava sekventsi saame tuletada j�rgmiselt

� � �
A��

� � � � � � A�n
n � G

A��
� � � � � � A

�n
n ��G � G A��

� � � � � � A
�n
n ��G � �G

A��
� � � � � � A

�n
n � ��G

Sekvents vasakus harus on tuletatav induktsiooni eelduse p�ohjal�
Juht �� Olgu valem F kujul G �H� Oletame� et valemite G ja H jaoks on

teoreem t�oestatud� Vaatleme v��rtustust ���� � � � � �n�� Kui F on sellel v��r�
tustusel t�oene� siis on vaja n�idata� et on tuletatav sekvents A��

� � � � � � A
�n
n � F

ehk A��
� � � � � � A

�n
n � G�H� Et valemid G ja H peavad olema t�oesed� siis

induktsiooni eelduse p�ohjal on tuletatavad sekventsid A��
� � � � � � A

�n
n � G ja

A��
� � � � � � A�n

n � H� Otsitava sekventsi saame tuletada j�rgmiselt

� � �
A��

� � � � � � A�n
n � G

� � �
A��

� � � � � � A
�n
n � H

A��
� � � � � � A

�n
n � G �H

Kui valem F on vaadeldaval v��rtustusel v��r� siis on vaja n�idata� et on
tuletatav sekvents A��

� � � � � � A
�n
n � �F ehk A��

� � � � � � A�n
n � ��G �H�� Valem

F saab olla v��r kahel juhul� Kui G on v��r� siis induktsiooni eelduse p�ohjal
on tuletatav A��

� � � � � � A
�n
n � �G ja vajalik tuletus on

A��
� � � � � � A

�n
n �G�H � G

A��
� � � � � � A

�n
n �G�H � G

� � �
A��

� � � � � � A�n
n � �G

A��
� � � � � � A

�n
n �G�H � �G

A��
� � � � � � A

�n
n � ��G �H�

Kui H on v��r� siis on t�oestus analoogline�

��



Juht 	� Olgu valem F kujul G �H� Oletame� et valemite G ja H jaoks on
teoreem t�oestatud� Vaatleme v��rtustust ���� � � � � �n�� Kui F on sellel v��r�
tustusel t�oene� siis on vaja n�idata� et on tuletatav sekvents A��

� � � � � � A
�n
n � F

ehk A��
� � � � � � A

�n
n � G �H� Valem F saab olla t�oene kahel juhul� Kui G on

t�oene� siis induktsiooni eelduse p�ohjal on tuletatav A��
� � � � � � A

�n
n � G ja va�

jalik tuletus on
� � �

A��
� � � � � � A

�n
n � G

A��
� � � � � � A

�n
n � G �H

Kui H on t�oene� siis on t�oestus analoogline�
Kui valem F on vaadeldaval v��rtustusel v��r� siis on vaja n�idata� et

on tuletatav sekvents A��
� � � � � � A

�n
n � �F ehk A��

� � � � � � A
�n
n � ��G �H�� Et

valemid G ja H peavad olema v��rad� siis induktsiooni eelduse p�ohjal on
tuletatavad sekventsid A��

� � � � � � A
�n
n � �G ja A��

� � � � � � A
�n
n � �H� Otsitava

sekventsi saame tuletada j�rgmiselt

� � �
A��

� � � � � � A�n
n � �G

� � �
A��

� � � � � � A
�n
n � �H

A��
� � � � � � A

�n
n � �G ��H

� � �
A��

� � � � � � A
�n
n ��G ��H � ��G �H�

A��
� � � � � � A

�n
n � �G ��H���G �H�

A��
� � � � � � A

�n
n � ��G �H�

Parempoolse haru �lemine sekvents on tuletatav jaotise 	�� n�ite eeskujul�
Juht 
� Olgu valem F kujul G �H� Oletame� et valemite G ja H jaoks on

teoreem t�oestatud� Vaatleme v��rtustust ���� � � � � �n�� Kui F on sellel v��r�
tustusel t�oene� siis on vaja n�idata� et on tuletatav sekvents A��

� � � � � � A
�n
n � F

ehk A��
� � � � � � A

�n
n � G �H� Valem F saab olla t�oene kahel juhul� Kui G on

v��r� siis induktsiooni eelduse p�ohjal on tuletatav A��
� � � � � � A�n

n � �G ja va�
jalik tuletus on

� � �
A��

� � � � � � A
�n
n � �G

A��
� � � � � � A

�n
n �G � �G

� � �
A��

� � � � � � A
�n
n �G��G � H

A��
� � � � � � A

�n
n �G � �G �H

A��
� � � � � � A

�n
n �G � H

A��
� � � � � � A

�n
n � G �H

Parempoolse haru �lemine sekvents on tuletatav jaotise 	�� eeskujul� Teisel
juhul� kui H on t�oene� siis induktsiooni eelduse p�ohjal on tuletatav sekvents
A��

� � � � � � A�n
n � H ja vajalik tuletus on

� � �
A��

� � � � � � A
�n
n � H

A��
� � � � � � A

�n
n �G � H

A��
� � � � � � A

�n
n � G �H

�




Kui valem F on vaadeldaval v��rtustusel v��r� siis on vaja n�idata� et
on tuletatav sekvents A��

� � � � � � A
�n
n � �F ehk A��

� � � � � � A
�n
n � ��G �H�� Et

valem G peab olema t�oene ja valem H v��r� siis induktsiooni eelduse p�ohjal
on tuletatavad sekventsid A��

� � � � � � A
�n
n � G ja A��

� � � � � � A
�n
n � �H� Otsitava

sekventsi saame tuletada j�rgmiselt

� � �

A��
� � � � � � A�n

n � G

A��
� � � � � � A�n

n �G �H � G A��
� � � � � � A�n

n �G �H � G �H

A��
� � � � � � A�n

n �G �H � H

� � �

A��
� � � � � � A�n

n � �H

A��
� � � � � � A�n

n �G �H � �H

A��
� � � � � � A�n

n � ��G �H�

�

Teoreem �� �T�ielikkuse teoreem�� Kui sekventsi F��F�� � � � �Fn � G
valemkuju on samaselt t�oene� siis sekvents on tuletatav�

T�oestus� a� Oletame k�oigepealt� et n � �� Siis on meil tegemist sekventsiga
� G� Viimase sekventsi valemkuju on G� seega on G samaselt t�oene valem�
Vaja on n�idata� et � G on tuletatav�

Olgu A�� � � � � An k�oik lausemuutujad� mis sisalduvad valemis G� Eelmise
teoreemi p�ohjal on suvalise v��rtustuse ���� � � � � �n� korral tuletatav sekvents

A��
� � � � � � A

�n
n � G�

N�itame� et liikmed sekventsi vasakult poolelt v�oib �ra j�tta�
T�oepoolest� kuna valem G on t�oene v��rtustustel ���� � � � � �n��� t� ja

���� � � � � �n��� v�� siis on tuletatavad sekventsid

A��
� � � � � � A

�n��
n�� � An � G ja A��

� � � � � � A
�n��
n�� ��An � G�

N��d saame sekventsi
A��

� � � � � � A
�n��
n�� � G�

tuletada j�rgmiselt�

� � �
A��

� � � � � � A
�n��
n�� � An ��An

� � �
A��

� � � � � � A
�n��
n�� � An � G

� � �
A��

� � � � � � A
�n��
n�� ��An � G

A��
� � � � � � A

�n��
n�� � An ��An � G

A��
� � � � � � A

�n��
n�� � An ��An�G

A��
� � � � � � A

�n��
n�� � G

Vasakpoolse haru �lemine sekvents on tuletatav jaotise 	�� eeskujul� parem�
poolse haru m�olemad �lemised sekventsid on tuletatavad eelduse p�ohjal�

Niimoodi saab j�rk�j�rgult eemaldada vasakust poolest k�oik liikmed A�n
n �

A
�n��
n�� � � � � � A�n

� � J�rele j��b sekventsi � G tuletus�

��



b� Olgu n��d n � �� Sekventsi valemkuju on siis F�� � � ��Fn�G� Kuna
eeldame� et see on samaselt t�oene� siis on t�oestuse eelmise osa p�ohjal tuletatav
sekvents

� F�� � � ��Fn�G�

Siis on ka sekvents F�� � � � �Fn � G tuletatav�

� � �
F�� � � � �Fn � F�� � � ��Fn

� � �
F�� � � � �Fn � F�� � � ��Fn�G

F�� � � � �Fn � G

Vasakus harus olev sekvents on tuletatav konjunktsiooni komponentideks
lahutamise teel� parema haru �lemise sekventsi parem pool on tuletatav ka
ilma vasaku pooleta� �

V�ottes korrektsuse ja t�ielikkuse teoreemi kokku� v�oime formuleerida tin�
gimuse� millised sekventsid on tuletatavad ja millised mitte�

Teoreem �� �Tuletatavuse kirjeldus�� Sekventsiaalses lausearvutuses on
tuletatavad parajasti need sekventsid� mille valemkuju on samaselt t�oene�

Teisiti �eldes� lausearvutuse aksiomaatiline teooria on korrektne ja t�ielik
samaselt t�oesuse semantika suhtes�

���� Sekventsiaalne predikaatarvutus

Predikaatarvutuse aksiomaatilise teooria konstrueerime sama p�ohim�otte j�rgi
nagu lausearvutuses�

�� Tuletatavateks objektideks on sekventsid� st� avaldised kujul

F��F�� � � � �Fn � G�

kus F�� F�� � � � � Fn� G on predikaatarvutuse valemid� mis v�oivad sisal�
dada k�oiki lausearvutuse tehteid peale ekvivalentsi�

�� Aksioomid on sekventsid

��F �� � F �

kus F on mingi predikaatarvutuse valem ning � ja � t�hendavad su�
valist valemite j�rjendit� mis v�oib olla ka t�hi�

	� Tuletusreeglid on

�� Lausearvutuse tuletusreeglid
�� Kvantorreeglid�

��



Paremale sissetoomise reegel Vasakule sissetoomise reegel

	
� � F�x�

� � 	xF�x�
���

��F�t� � G

�� 	xF�x� � G



� � F�t�

� � 
xF�x�

��F�x� � G

�� 
xF�x� � G
���

kus t on suvaline term ja ��� t�hendab tingimust� et kvantoriga seotav
muutuja ei tohi esineda vabalt sekventsi �heski teises valemis�

Tingimus ��� on oluline� ilma selleta v�oiksime tuletada mittekehtivaid
sekventse� Olgu n�iteks toodud kaks sellist pseudotuletust� kus esimeses ig�
noreeritakse kitsendavat tingimust �ldisuse kvantori� teises aga olemasolu
kvantori puhul�

P �x� � P �x�

P �x� � 	xP �x�


xP �x� � 	xP �x�

P �x� � P �x�


xP �x� � P �x�


xP �x� � 	xP �x�

Alumine sekvents v�idab� et kui leidub objekt� millel on omadus P � siis on
omadus P k�oigil objektidel� Niisugune j�reldus ilmselt ei kehti�

�ldisuse kvantori paremale sissetoomisel t�histab muutuja x teatavat
konkretiseerimata objekti� Kui on t�oestatud reegli �lemine sekvents� st� vale�
mite hulgast � j�reldub valem F�x�� ja tingimus ��� kehtib� siis eeldustest �
j�reldub valem F�x� muutuja x iga v��rtuse korral� Hulga � valemid muu�
tujat x ei sisalda ning nende t�oev��rtus j��b erinevatel x v��rtustel samaks�
Seega eeldustest � j�reldub ka valem 	xF�x�� �ldisuse kvantori vasakule sis�
setoomisel ei ole seevastu kitsendavat tingimust vaja� kui valemist F�t� saab
j�reldada valemi G� siis ammugi saab valemi G j�reldada valemist 	xF�x��

Olemasolu kvantori vasakule sissetoomisel t�histab muutuja x samuti tea�
tavat konkretiseerimata objekti� Kui on t�oestatud� et valemite hulgast � ning
valemist F�x� j�reldub G� ja tingimus ��� kehtib� siis muutuja x v��rtuse
muutmine ei saa seda j�reldumist m�ojutada� sest �lej��nud valemite t�oev��r�
tus j��b muutuja x erinevatel v��rtustel samaks� Muu hulgas kehtib j�rel�
dumine ka juhul� mil x mingi v��rtuse korral F�x� on t�oene ehk 
xF�x� on
t�oene� Olemasolu kvantori paremale sissetoomisel pole kitsendust vaja� sest
kui on n�idatud valemi F�t� kehtivus� siis ilmselt kehtib ka valem 
xF�x��

��



Tuletuse otsimisel tuleb p��da rakendada kitsendusega reegleid puu all�
osas ja ilma kitsenduseta reegleid �laosas� N�iteks

P �y� � P �y�

	xP �x� � P �y�

	xP �x� � 	yP �y�

Kvantorreegleid vastupidises j�rjekorras rakendades v�oime j�ouda sekventsini�
mille tuletamine on v�oimatu� N�iteks

P �t� � P �y�

P �t� � 	yP �y�

	xP �x� � 	yP �y�

Termiks t ei saa v�otta muutujat y� sest siis oleks viimasel sammul tingimus
��� rikutud�

Koostame sekventsi 	x�P �x��Q�x�� � 	xP �x�� 	xQ�x� tuletuspuu�

P �x�� Q�x� � P �x�

P �x��Q�x� � P �x�

	x�P �x��Q�x�� � P �x�

	x�P �x��Q�x�� � 	xP �x�

P �x�� Q�x� � Q�x�

P �x��Q�x� � Q�x�

	x�P �x��Q�x�� � Q�x�

	x�P �x��Q�x�� � 	xQ�x�

	x�P �x��Q�x�� � 	xP �x�� 	xQ�x�

Predikaatarvutuse puhul huvitavad meid samasugused k�simused nagu
lausearvutuses� korrektsus� t�ielikkus ja mittevastur��kivus�

Teoreem �� �Korrektsuse teoreem�� Kui sekvents F��F�� � � � �Fn � G on
tuletatav� siis tema valemkuju on samaselt t�oene�

T�oestus� T�oestame teoreemi induktsiooniga tuletuspuu struktuuri j�rgi�
Induktsiooni baas� Kui sekvents on aksioom� siis kehtib analoogiline arut�

lus nagu vastavas teoreemis lausearvutuse kohta�
Induktsiooni samm� Iga reegli jaoks tuleb n�idata� et kui k�oik joonepeal�

sed valemid on samaselt t�oesed� siis ka joonealune valem on samaselt t�oene�
st� samaselt t�oesus liigub m��da tuletuspuud allapoole� Lausearvutuse reeg�
lite korral saab vastava t�oestuse �le kanda� Vaja on vaadelda veel kvantor�
reegleid� Piirdume siinkohal �ldisuse kvantoriga� olemasolu kvantori juhul on
t�oestus analoogiline�

�ldisuse kvantori paremale sissetoomise reegel� Joonepealse sekventsi va�
lemkuju on

F�� � � ��Fn�F�x��

�




joonealuse sekventsi valemkuju aga

F�� � � ��Fn�	xF�x��

Oletame� et esimene valemkuju on samaselt t�oene� kuid teine valemku�
ju on mingis struktuuris A v��r� Siis peab valem F�� � � ��Fn olema selles
struktuuris t�oene ja valem 	xF�x� v��r� Kuna viimane valem on v��r� siis
leidub p�ohihulgas UA element u�� et kui muutujale x omistada element u��
siis valem F�x� on v��r� Vaatleme n��d struktuuri A�x�u��� mis langeb struk�
tuuriga A kokku k�oikjal� ainsa erinevusega� et muutuja x interpretatsiooniks
valime elemendi u�� Kuna valemid F�� � � � � Fn ei sisalda tingimuse ��� t�ottu
muutujat x vabalt� siis valem F�� � � ��Fn on ka selles struktuuris t�oene�
Valem F�x� on aga v��r� N��d aga on esimene valemkuju v��r� sest impli�
katsiooni eesliige on t�oene ja tagaliige v��r� See on vastuolus tema samaselt
t�oesusega� Vastuolu tekkis oletusest� et teine valemkuju on mingis struktuuris
v��r� J�relikult teine valemkuju on samaselt t�oene�

�ldisuse kvantori vasakule sissetoomise reegel� Joonepealse sekventsi va�
lemkuju on

F�� � � ��Fn�F�t��G�

joonealuse sekventsi valemkuju aga

F�� � � ��Fn� 	xF�x��G�

Oletame� et esimene valemkuju on samaselt t�oene� kuid teine valemkuju
on mingis struktuuris A v��r� Siis peab valem F�� � � ��Fn� 	xF�x� olema
selles struktuuris t�oene ja valem G v��r� Konjunktsiooni omaduse p�ohjal on
valemid F�� � � � � Fn� 	xF�x� k�oik t�oesed� Kuna valem 	xF�x� on t�oene� siis
on t�oene ka valem F�t�� N��d aga on esimene valemkuju v��r� sest impli�
katsiooni eesliige on t�oene ja tagaliige v��r� See on vastuolus tema samaselt
t�oesusega� Vastuolu tekkis oletusest� et teine valemkuju on mingis struktuuris
v��r� J�relikult teine valemkuju on samaselt t�oene� �

Teoreem 	� �Mittevastur��kivuse teoreem�� Predikaatarvutus on mitte�
vastur��kiv�

T�oestus� T�oestus on analoogiline lausearvutuse juhuga� �

Teoreem 
� �T�ielikkuse teoreem�� Kui sekventsi F��F�� � � � �Fn � G
valemkuju on samaselt t�oene� siis sekvents on tuletatav�

Selle teoreemi t�oestas Austria loogik K� G�del aastal ��	
� Omal ajal oli
see matemaatilise loogika �ks silmapaistvamaid tulemusi�

Teoreem �� �Tuletatavuse kirjeldus�� Sekventsiaalses predikaatarvutuses
on tuletatavad parajasti need sekventsid� mille valemkuju on samaselt t�oene�

Teisiti �eldes� predikaatarvutuse aksiomaatiline teooria on� nagu lausear�
vutuse omagi� korrektne ja t�ielik samaselt t�oesuse semantika suhtes�

��


