
�� Predikaatarvutus

���� P�ohim�oisted

Lausearvutuses vaatlesime� kuidas liitlause t�oev��rtus s�oltub lihtlausete t�oe�
v��rtustest� Predikaatarvutus on lausearvutuse �ldistus selles suhtes� et siin
jaotame ka lihtlaused osadeks� Seet�ottu saab predikaatarvutuse abil uurida
lausete struktuuri t�psemini ning v�ljendada v�iteid� mida lausearvutuses
v�ljendada pole v�oimalik� Uued m�oisted v�orreldes lausearvutusega on pre�
dikaadid� funktsioonid ja muutujad ning s�mbolid nende t�histamiseks �
predikaats�mbolid� funktsionaals�mbolid ja muutujas�mbolid� Peale nende
kasutatakse predikaatarvutuses veel eriliiki s�mboleid � kvantoreid�

Olgu meil n�iteks lause

Jaan on aus�

See lause on lihtlause� kuid teda v�oib vaadelda koosnevana kahest kompo�
nendist	 esiteks isikunimi 
Jaan� ja teiseks konstruktsioon 
� � � on aus�� Pre�
dikaatarvutuses jaotataksegi lause kahte t��pi koostisosadeks	 subjektideks�
mille kohta lauses midagi v�idetakse ja predikaadiks� mis v�ljendab subjekti
omadust v�oi seost subjektide vahel� Eelnevas lauses on 
Jaan� subjekt ja 
� � �
on aus� predikaat� Seega v�ljendab predikaat siin subjekti teatavat omadust�

Vaatleme n��d lauset

J�ri armastab Mari�

Selles lauses on kaks subjekti	 
J�ri� ja 
Mari�� mida �hendab predikaat 
� � �
armastab � � � �� Siin v�ljendab predikaat seost kahe subjekti vahel�

Predikaadid jaotatakse klassidesse selle j�rgi� mitme subjektiga nendes
tegemist on� Toodud n�idetes on predikaat 
� � � on aus� �hekohaline ning
predikaat 
� � � armastab � � � � kahekohaline� Loomulikult on olemas ka kolme�
nelja ja enamakohalisi predikaate� Vastupidises suunas �ldistusi tehes v�oib
m��ratleda nullikohalise predikaadi m�oiste� See on omadus� mis v�oimalikest
subjektidest �ldse ei s�oltu� n�iteks

On talv�

Iga predikaadiga seostub tavaliselt hulk� millesse loetakse kuuluvaks pre�
dikaadi subjekte� Niisugust hulka nimetatakse p�ohihulgaks ehk universumiks�
N�iteks kui on tegemist predikaadiga 
� � � on aus�� siis on loomulik valida
p�ohihulgaks k�oigi inimeste hulk� V�ottes j�rjestikku ette k�oik p�ohihulga ele�
mendid� v�oime nendest iga�hele predikaati lisades koostada lause� Kui n�i�
teks inimeste hulk on esitatud nimede j�rjendina fJaan�Epp�Madis� � � �g� siis
saame laused
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Jaan on aus�
Epp on aus�
Madis on aus�
� � � jne � � �

Niimoodi tekkivatest laustest v�oib iga�ks olla t�oene v�oi v��r� Seet�ottu v�oib
predikaati� t�psemini �hekohalist predikaati m�oista ka kujutusena� mis iga�
le p�ohihulga elemendile seab vastavusse t�oev��rtuse 
t�oene� v�oi t�oev��rtuse

v��r��

Kahekohalise predikaadi puhul v�oib toimida analoogiliselt� Kui n�iteks
tegemist on predikaadiga 
� � � armastab � � � � ja p�ohihulgaks on k�oigi inimeste
hulk� siis vaadeldes k�oikv�oimalikke p�ohihulga elementide paare� saame laused

Jaan armastab Jaani
Jaan armastab Eppu�
Jaan armastab Madist�
Epp armastab Jaani�
Epp armastab Eppu�
� � � jne � � �

Nendest lausetest v�oib iga�ks j�lle olla kas t�oene v�oi v��r� Kahekohalist predi�
kaati v�oib seega k�sitada kui kujutust� mis igale p�ohihulga elementide paarile
seab vastavusse t�oev��rtuse 
t�oene� v�oi t�oev��rtuse 
v��r��

Kolmekohaliste predikaatide puhul tuleb loomulikult vaadelda kolmikuid�
neljakohaliste predikaatide puhul nelikuid jne� Nullikohalised predikaadid
subjektidest ei s�oltu ja nende puhul v�oib p�ohihulga valida suvaliselt� N�i�
teks lause

On talv�

t�oev��rtus s�oltub muudest asjaoludest� mitte p�ohihulga mingitest valitud ele�
mentidest�

Eelnevas l�htusime predikaadist ja m��rasime talle vastava p�ohihulga� On
v�oimalik ka vastupidine suund	 valime p�ohihulga ja de�neerime sellel tea�
tavad predikaadid� Tegeledes aritmeetikaga� v�oib osutuda kasulikuks valida
p�ohihulgaks naturaalarvude hulk

f�� �� �� � � �g

ning v�otta tarvitusele �hekohalised predikaadid 
� � � on paarisarv�� 
� � � on
paaritu arv�� 
� � � on algarv�� kahekohalised predikaadid 
� � � on suurem kui
� � � �� 
� � � on v�iksem kui � � � �� 
� � � on v�ordne � � � �ga�� kolmekohaline predi�
kaat 
� � � pluss � � � on � � � � jt� Erinevaid v�oimalusi on palju�
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Predikaatide m�rkimiseks kasutatakse t�hti P � Q� R� A� B� C� nn� predi�
kaats�mboleid� kirjutades nende j�rele sulgudesse argumendid� N�iteks P �x�
sobib �hekohalise ning Q�x� y� kahekohalise predikaadi t�histamiseks�

Kui meil on p�ohihulk ja sellel de�neeritud predikaat� siis v�oib kirja pan�
na v�iteid� et mingi omadus kehtib k�oigi p�ohihulga elementide korral v�oi et
p�ohihulgas leidub element� millel on mingi omadus� N�iteks

Iga inimene on aus�
Leidub inimene� kes on aus�

Olulised on siin s�onad 
iga� ja 
leidub�� Predikaatarvutuses t�histatakse
niisuguseid s�onu spetsiaalsete s�mbolitega� mida nimetatakse kvantoriteks�
S�onale 
iga� vastab kvantor �� s�onale 
leidub� aga kvantor ��

Matemaatilise sisuga v�idete kirjapanemiseks on predikaatarvutuses va�
ja v�ljendada ka mitmesuguseid funktsioone� Funktsioonid loeme m��ratuks
samal p�ohihulgal� kus predikaadidki� Ka funktsioone v�oib jaotada klassides�
se kohtade arvu j�rgi� �hekohaline funktsioon on eeskiri� mis p�ohihulga igale
elemendile seab vastavusse p�ohihulga mingi teise elemendi� N�iteks kui vaa�
deldavaks p�ohihulgaks on naturaalarvude hulk� siis v�oib osutuda vajalikuks
�hekohaline funktsioon

x �� x � �

See funktsioon teisendab iga arvu �he v�orra suuremaks arvuks�
Kahekohaline funktsioon on eeskiri� mis p�ohihulga igale elemendipaarile

seab vastavusse p�ohihulga mingi elemendi� �ldtuntud kahekohalised funkt�
sioonid naturaalarvude hulgal on liitmine� lahutamine ja korrutamine� seega

x� y �� x � y

x� y �� x� y

x� y �� x � y

Jagamine selle de�nitsiooni kohaselt lubatavate funktsioonide hulka ei kuu�
lu� sest suvalise kahe arvu jagatis ei pea olema naturaalarv �ega �ldse arv
nulliga jagamisel�� Sobivad ainult sellised funktsioonid� mis annavad vastuse
eranditult k�oigi naturaalarvupaaride korral�

Samamoodi m��ratakse kolme�� nelja� ja enamakohaline funktsioon� Kol�
mekohalise funktsiooni n�iteks v�oib tuua eeskirja

x� y� z �� max�x� y� z�

Analoogiliselt nullikohaliste predikaatidega v�oib de�neerida ka nullikoha�
lise funktsiooni� Sellise funktsiooni toime on lihtsalt �he konkreetse elemen�
di �kseerimine p�ohihulgast� Nullikohalisel funktsioonil ei ole argumente� on
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ainult v��rtus� Seep�rast v�oib teda samastada konstandiga� N�iteks funkt�
sioon� mis valib naturaalarvude hulgast v�lja arvu �� on nullikohaline� samuti
funktsioon� mis valib v�lja arvu � jne�

Funktsioonide t�histamiseks kasutatakse tavaliselt funktsionaals�mboleid
f � g� h koos argumentidega� N�iteks f�x� sobib �hekohalise ning g�x� y� ka�
hekohalise funktsiooni t�histamiseks� Konstante t�histatakse enamasti s�m�
bolitega a� b� c�

P�ohilisteks objektideks predikaatarvutuses on seega predikaadid� mille
t�histamiseks kasutame eelpool loetletud predikaats�mboleid� Spetsiaalseid
s�mboleid� kvantoreid� kasutame p�ohihulga elementide m��ra t�histamiseks
�
k�oik�� 
v�hemalt �ks��� Samuti kuuluvad vajalike objektide hulka p�ohihul�
gal m��ratud funktsioonid� mille t�histamiseks kasutame funktsionaals�m�
boleid� Peale selle on meil vaja s�mboleid p�ohihulga elementide endi t�his�
tamiseks� olgu nendeks nn� muutujas�mboliteks x� y� z�

Oluline on t�hele panna� et predikaadid ja predikaate t�histavad s�mbo�
lid on erinevad asjad samuti nagu on n�iteks erinevad kaup ja seda t�histav
v��tkood v�oi inimene ja tema nimi� Samasugune eristamine oli muuseas ka�
sutusel ka lausearvutuses�

���� Predikaatarvutuse s�ntaks

Predikaatarvutuse s�ntaks m��rab kindlaks� milliseid avaldisi loeme predi�
kaatarvutuse valemiks ja milliseid mitte� Vastav de�nitsioon koosneb kahest
osast�

Definitsioon �� Term�
�� Iga muutujas�mbol on term�
�� Kui f on n�kohaline funktsionaals�mbol ja t�� � � � � tn on termid� siis

f�t�� � � � � tn� on term�
�� Rohkem terme ei ole�

Definitsioon �� Predikaatarvutuse valem�
�� Kui P on n�kohaline predikaats�mbol ja t�� � � � � tn on termid� siis

P �t�� � � � � tn� on predikaatarvutuse valem�
�� Kui F on predikaatarvutuse valem� siis �F on predikaatarvtuse valem�
�� Kui F ja G on predikaatarvutuse valemid� siis �F �G�� �F 	G�� �F 
G��

�F �G� on predikaatarvutuse valemid�
�� Kui x on muutujas�mbol ja F on predikaatarvutuse valem� siis �xF ja
�xF on predikaatarvutuse valemid�

�� Rohkem predikaatarvutuse valemeid ei ole�
S�mbolit � nimetatakse �ldisuse kvantoriks� s�mbolit � aga olemasolu

kvantoriks�
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Muutujas�mbolite esinemised valemis jagatakse seotud esinemisteks ja
vabadeks esinemisteks� Muutuja x esinemist valemis F nimetatakse seotuks�
kui x asub mingi kvantori m�ojupiirkonnas� st� esineb valemi F osavalemis
�xG v�oi �xG� �lej��nud esinemisi nimetatakse vabadeks� �ks ja sama muu�
tuja v�oib valemis esineda korraga nii seotult kui vabalt� Valemit nimetatakse
kinniseks� kui tema k�oigi muutujate k�oik esinemised on seotud�

De�nitsioonides � ja � toodud induktiivset protsessi j�rgides saab koos�
tada n�iteks predikaatarvutuse valemi

��xP �x� f�y��	��yQ�y� g�a� h�z��� y��

Siin on P kahekohaline ja Q kolmekohaline predikaats�mbol� f ja h on �heko�
halised funktsionaals�mbolid� g aga kahekohaline� a on konstants�mbol �ehk
nullikohaline funktsionaals�mbol� ning x� y� z muutujas�mbolid� Muutuja�
s�mboli x ainus esinemine on seotud� muutujas�mboli y esimene esinemine
on vaba� �lej��nud aga seotud� muutujas�mboli z ainus esinemine on vaba�
Valem ei ole kinnine� sest osa muutujaid esineb vabalt� Loeme �les ka k�oik
termid� mis selles valemis esinevad	

x y f�y� a z h�z� g�a� h�z��

Valemid on k�esoleval hetkel puhtalt s�mbolite j�rjendid� ilma 
sisuta� ja
nii tuleb neid ka v�otta� Ei de�nitsioon � ega de�nitsioon � ei �tle midagi sel�
le kohta� mida predikaatarvutuse valemid t�hendavad� N�iteks ei saa k�sida�
millist lauset v�ljendab �lal vaadeldud kahe predikaats�mboliga valem� sest
me ei tea� kas see valem on m��ratud v�ljendama mingit v�idet naturaal�
arvude� inimeste� geomeetriliste kujundite v�oi millegi muu kohta� K�simuse
valemi t�hendusest v�otamegi vaatluse alla j�rgmisena�

���� Predikaatarvutuse semantika

Definitsioon �� Struktuur on paarA � �UA� IA�� kus UA on mingi mittet�hi
hulk� mida nimetatakse p�ohihulgaks ehk universumiks ja IA on interpreteeriv

kujutus� mis teisendab
a� iga n�kohalise predikaats�mboli n�kohaliseks predikaadiks hulgal UA�
b� iga n�kohalise funktsionaals�mboli n�kohaliseks funktsiooniks hulgal UA�
c� iga muutujas�mboli hulga UA mingiks elemendiks�

L�hiduse m�ottes t�histame IA�P � � PA� IA�f� � fA� IA�x� � xA�
Struktuur n�itab seega� kuidas tuleb valemit m�oista� Kogu interpretat�

siooni aluseks on p�ohihulk UA� Sellel hulgal saab de�neerida �ldiselt palju
erinevaid predikaate ja funktsioone ning valida mitmel eri viisil elemente�
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Seda� missugused predikaadid� funktsioonid ja elemendid kogu sellest mit�
mekesisusest olulised on� n�itab kujutus IA�

Interpreteeriva kujutuse toimet v�oib selgitata j�rgmiselt� Oletame� et va�
lem sisaldab n�kohalist predikaats�mbolit P � Interpreteeriv kujutus valib
k�oigi p�ohihulgal de�neeritud n�kohaliste predikaatide hulgast v�lja �he ja
omistab selle predikaats�mboli P t�henduseks� Sama tehakse k�oigi teiste va�
lemis esinevate predikaats�mbolitega� Kui valem sisaldab n�kohalist funktsio�
naals�mbolit f � siis interpreteeriv kujutus valib k�oigi p�ohihulgal de�neeritud
n�kohaliste funktsioonide hulgast v�lja �he ja omistab selle funktsionaals�m�
boli f t�henduseks� Samuti k�oigi teiste funktsionaals�mbolitega� L�opuks� kui
valem sisaldab muutujas�mbolit x� siis interpreteeriv kujutus valib p�ohihul�
ga elementide seast v�lja �he elemendi ja omistab selle muutujas�mboli x
t�henduseks�

Valemis esinev s�ntaktiline objekt ja tema interpretatsioon on kaks ise
asja� mida tuleb teineteisest lahus hoida� N�iteks predikaats�mbol P kujutab
endast paljalt t�hte� s�mbolit� tema interpretatsioon PA seevastu p�ohihulgal
m��ratud predikaati�

Vaatleme n�iteks eelmises jaotises k�sitletud valemit ja de�neerime struk�
tuuri A j�rgmiselt�

UA � f�� �� �� � � �g
PA�p� q� � 
p � q�
QA�p� q� r� � 
arvud p� q� r on k�oik v�ordsed�
fA�p� � p � �
gA�p� q� � p � q
hA�p� � p� �
aA � �
yA � �
zA � 	

T�henduse� mille valem omandab selles struktuuris� v�oib kirja panna lausega

leidub arv� mis on suurem kui talle j�rgnev arv v�oi pole nii� et suvaline
naturaalarv langeb kokku nii arvuga �� �	� �� kui iseendaga�� See lause on
t�oene�

Struktuuri m�oistega m��rati vastavus valemi s�mbolite ja konkreetsete
predikaatide� funktsioonide ja elementide vahel� Kui see vastavus on teada�
siis saab leida valemi t�oev��rtuse antud struktuuris�

J�rgnevalt de�neerime termi v��rtuse ning selle abil valemi t�oev��rtuse�
M�olemad de�nitsioonid on induktiivsed� st� esitavad eeskirja� kuidas lihtsa�
mate avaldiste v��rtuste abil leida keerulisemate avaldiste v��rtusi�
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Definitsioon �� Termi v��rtus�
�� Kui t on muutujas�mbol� st� t � x� siis

A�t� � xA

�� Kui t � f�t�� � � � � tn�� kus t�� � � � � tn on termid ja f on n�kohaline funkt�
sionaals�mbol� siis

A�t� � fA�tA� � � � � � t
A

n �

Definitsioon �� Valemi t�oev��rtus
�� Kui F � P �t�� � � � � tn�� kus t�� � � � � tn on termid ja P on n�kohaline pre�

dikaats�mbol� siis A�F� � t parajasti siis� kui PA�tA� � � � � � t
A

n � � t�
�� Kui F � �G� siis A�F� � t parajasti siis� kui A�G� � v�
�� Kui F � G �H� siis A�F� � t parajasti siis� kui A�G� � t ja A�H� � t�
�� Kui F � G 	H� siis A�F� � t parajasti siis� kui A�G� � t v�oi A�H� � t�
�� Kui F � G 
H� siis A�F� � t parajasti siis� kui A�G� � v v�oi A�H� � t�
�� Kui F � G �H� siis A�F� � t parajasti siis� kui A�G� � t ja A�H� � t

v�oi A�G� � v ja A�H� � v�
�� Kui F � �xG� siis A�F� � t parajasti siis� kui p�ohihulga iga elemendi

u � UA korral A�x�u��G� � t� kus 
x�u� t�hendab� et muutujas�mboli x
interpretatsiooniks v�oetakse element u�


� Kui F � �xG� siis A�F� � t parajasti siis� kui p�ohihulgas leidub element
u � UA� et A�x�u��G� � t� kus 
x�u� t�hendab� et muutujas�mboli x
interpretatsiooniks v�oetakse element u�
Arusaadavalt v�oib �hel ja samal valemil olla erinevates struktuurides eri�

nev t�oev��rtus� Vaatleme n�iteks valemit

�x�yP �x� y��

Valime struktuuri A� milles p�ohihulk ja predikaadi P interpretatsioon on
antud j�rgnevalt�

UA � f�� �� �� � � �g

PA�a� b� � 
a � b�

Valem omandab selles struktuuris t�henduse 
iga naturaalarvu jaoks leidub
temast v�iksem naturaalarv�� Selline v�ide ei kehti n�iteks naturaalarvu �
korral� J�relikult on valemi t�oev��rtus selles struktuuris v��r�

Olgu n��d vaatluse all struktuur B� kus p�ohihulk ja predikaadi P interp�
retatsioon on j�rgmised	

UB � fk�oik inimesedg

P B�a� b� � �a armastab b�d�
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Valemi t�henduseks on n��d 
iga inimene armastab mingit inimest �v�oib�
olla iseennast��� Niisugune v�ide on t�oen�oliselt v��r� sest arvatavasti leidub
selliseid inimesi� kes kedagi ei armasta� Ka selles struktuuris v�ljendab valem
v��ra v�idet�

V�otame l�oppeks struktuuri C� milles

UA � f�� �� �� � � �g

PA�a� b� � 
a � b�

Struktuuris C on valemi t�henduseks 
iga naturaalarvu jaoks leidub temast
suurem naturaalarv�� See lause on ilmselt t�oene� selliseks arvuks sobib n�i�
teks antud arvule vahetult j�rgnev arv� Vaadeldavas struktuuris on valemi
t�oev��rtus j�relikult t�oene�

Valemi t�oev��rtuse de�nitsioonis � esineb struktuuri A k�orval veel ka
struktuur A�x�u�� Need kaks struktuuri langevad teineteisega kokku k�oikjal�
ainus erinevus on muutujas�mboli x interpretatsioon� Struktuuris A v�oib
muutujas�mbolile x olla antud de�nitsiooniga � t�henduseks mingi element
p�ohihulgast� v�oi j�etud tema t�hendus hoopis m��ramata �kui muutujas�m�
bol x ei esine valemis vabalt�� S�oltumata sellest omistatakse struktuurisA�x�u�

muutujas�mboli x t�henduseks p�ohihulga element u�
�ldiselt ei pruugi t�oev��rtused A�F� ja A�x�u��F� kokku langeda� sest

struktuuris A v�oib muutujas�mboli x interpretatsiooniks olla mingi u�st eri�
nev element� Kuna valemi t�oev��rtus s�oltub �ldjuhul sellest� kuidas omista�
takse t�hendus tema vabadele muutujatele� v�oib valemi t�oev��rtus muutuda�
kui n��d struktuuris A�x�u� v�oetakse muutujas�mboli x t�henduseks element
u� Seevastu kui valem F ei sisalda muutujat x vabalt� siis A�F� � A�x�u��F��
sest valemi t�oev��rtus ei s�oltu niisugusel juhul sellest� milline on muutuja�
s�mboli x t�hendus�

Asjaolu� et valem F on struktuuris A t�oene� t�histatakse

A j� F �

Sellisel juhul nimetatakse struktuuri A valemi F mudeliks� Vastupidist asja�
olu� st� et valem F on struktuuris A v��r ehk struktuur A ei ole valemi F
mudel� t�histatakse

A 
j� F �

Analoogiliselt lausearvutuse valemitega v�oib ka predikaatarvutuse vale�
mite hulgast eraldada v�lja spetsiaalsed valemiklassid�

Definitsioon �� Valemit F nimetatakse kehtestatavaks� kui tal leidub
mudel� See t�hendab� leidub struktuur A nii� et A j� F �

Definitsioon 	� Valemit F nimetatakse samaselt t�oeseks� kui iga struk�
tuur on tema mudeliks� See t�hendab� et iga struktuuri A korral A j� F �
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Definitsioon 
� Valemit F nimetatakse samaselt v��raks� kui �kski
struktuur pole tema mudeliks� See t�hendab� et iga struktuuri A korral
A 
j� F �

Asjaolu� et valem F on samaselt t�oene� m�rgitakse

j� F

Vastupidist asjaolu� et valem F ei ole samaselt t�oene� m�rgitakse


j� F

Viimane kirjutis ei t�henda seda� et valem F on samaselt v��r�
Neid kolme valemiklassi seovad samasugused omadused nagu lausearvu�

tuseski� Ka v�idete t�oestused on sarnased�
Omadus �� Valem F on samaselt t�oene parajasti siis� kui valem �F on

samaselt v��r�
Omadus �� Valem F on kehtestatav parajasti siis� kui valem �F ei ole

samaselt t�oene�
Kokkuv�ottes on predikaatarvutuse valemitel kaks aspekti � s�ntaks ja se�

mantika� S�ntaks m��rab valemite �leskirjutamise reeglid� semantika n�itab�
kuidas anda valemitele t�hendus�

���� Predikaatloogika p�ohiseadused

Nii nagu lausearvutuseski tekib ka predikaatarvutuses vajadus valemite tei�
sendamise j�rele� Selleks on aga vaja samav��rsusi� mis kehtiksid ka predi�
kaatarvutuse valemite puhul� K�esolevas jaotises esitamegi m�oningad niisu�
gused samav��rsused�

Definitsioon �� �tleme� et valemist F j�reldub valem G� kui igas struk�
tuuris� kus valem F on t�oene� on ka valem G t�oene�

Definitsioon ��� Valemeid F ja G nimetatakse samav��rseteks� kui nen�
de t�oev��rtused langevad kokku igas struktuuris�

Need kaks de�nitsiooni on omavahel seotud	 valemid F ja G samav��rsed
parajasti siis� kui valemist F j�reldub valem G ja valemist G j�reldub valem
F �

K�oik lausearvutuse p�ohisamav��rsused kehtivad ka predikaatarvutuses�
N�iteks De Morgani seadused

��F �G� � �F 	�G

��F 	G� � �F ��G

kehtivad s�oltumata sellest� kas F ja G on lause� v�oi predikaatarvutuse va�
lemid� Vasak ja parem pool on samav��rsed t�nu nende valemite erilisele
kombineerimisviisile�

��



Predikaatarvutuses on aga samav��rseid lauseid� mille samav��rsust ei
ole v�oimalik t�oestada lausearvutuse vahenditega� N�iteks

��xA�x� pole nii� et k�oik on ausad
�x�A�x� leidub neid� kes pole ausad

Need laused v�ljendavad sisuliselt sama asja� Taolisi lausepaare on predikaat�
arvutuses veelgi�

Predikaatarvutuse spetsii�lised samav��rsused k�sitlevad kvantorite seost
teiste kvantorite ja lausearvutuse tehetega� P�ohilisemad nendest samav��r�
sustest on j�rgmised�

�� Kvantori ja eituse vahetamisseadus

��xF � �x�F

��xF � �x�F

�� Kvantorite osaline distributiivsus

�xF � �xG � �x�F �G�

�xF 	�xG � �x�F 	G�

�� Kui muutuja x ei esine valemis G vabalt� siis

�xF �G � �x�F �G�

�xF 	G � �x�F 	G�

�xF �G � �x�F �G�

�xF 	G � �x�F 	G�

�� Kui muutuja x ei esine valemis G vabalt� siis

�xF 
G � �x�F 
G�

�xF 
G � �x�F 
G�

Kui muutuja x ei esine valemis F vabalt� siis

F 
�xG � �x�F 
G�

F 
�xG � �x�F 
G�

�� Samaliigiliste kvantorite vahetamisseadus

�x�yF � �y�xF

�x�yF � �y�xF

��



Neid samav��rsusi t�oestatakse tavaliselt n�idates� et seose vasakust poo�
lest j�reldub parem pool ja paremast poolest j�reldub vasak pool� J�reldumise
m�oiste kohaselt �de�nitsioon �� tuleb selleks valida struktuur� milles seose �ks
pool on t�oene ja n�idata� et siis ka teine pool on t�oene� Kui m�olemas suunas
j�reldumine on t�oestatud� siis v�oib v�ita� et valemid on samav��rsed�

P�ohjendame m�oned nendest samav��rsustest� j�ttes �lej��nud iseseisvaks
harjutuseks�

�� grupi esimene samav��rsus� T�oestame k�oigepealt� et valemist ��xF
j�reldub valem �x�F � Olgu A selline struktuur� et

A���xF� � t�

Siis ilmselt
A��xF� � v�

See t�hendab� et mitte iga u � UA korral A�x�u��F� � t� vaid leidub u� � UA�
et

A�x�u���F� � v�

Siis aga
A�x�u����F� � t

ja olemasolu kvantori de�nitsiooni kohaselt

A��x�F� � t�

Seega igas struktuuris A� kus valem ��xF on t�oene� on ka valem �x�F
t�oene�

T�oestame n��d vastupidi� et valemist �x�F j�reldub valem ��xF � Olgu
A selline struktuur� et

A��x�F� � t�

Siis peab leiduma element u� � UA� et

A�x�u����F� � t�

Siit saame� et
A�x�u���F� � v

ja kuna leidub element� et valem F on v��r� siis

A��xF� � v�

J�relikult
A���xF� � t�

Seega igas struktuuris A� kus valem �x�F on t�oene� on ka valem ��xF
t�oene�

T�oestatut kokku v�ottes n�eme� et valemid ��xF ja �x�F on samav��r�
sed� �

�




�� grupi esimene samav��rsus� T�oestame k�oigepealt� et valemist �xF �G
j�reldub valem �x�F �G�� Olgu A selline struktuur� et

A��xF �G� � t�

Siis vastavalt konjunktsiooni de�nitsioonile

A��xF� � t ja A�G� � t�

Kuna A��xF� � t� siis iga u � UA korral

A�x�u��F� � t�

Et muutuja x ei esine valemis G vabalt� siis A�G� � A�x�u��G�� J�relikult ka

A�x�u��G� � t�

Saame� et iga u � UA korral

A�x�u��F� � t ja A�x�u��G� � t�

mis t�hendab� et iga u � UA korral

A�x�u��F �G� � t�

�ldisuse kvantori de�nitsiooni p�ohjal siis

A��x�F �G�� � t�

Seega igas struktuurisA� kus valem �xF �G on t�oene� on ka valem �x�F �G�
t�oene� eeldusel� et valem G ei sisalda muutujat x vabalt�

T�oestame n��d vastupidi� et valemist �x�F �G� j�reldub valem �xF �G�
Olgu A selline struktuur� et

A��x�F �G�� � t�

See t�hendab� et suvalise u � UA korral

A�x�u��F �G� � t�

millest saame� et

A�x�u��F� � t ja A�x�u��G� � t�

N��d kuna iga u � UA korral A�x�u��F� � t� siis

A��xF� � t�

��



Et muutuja x ei esine valemis G vabalt� siis A�x�u��G� � A�G�� mist�ottu

A�G� � t�

Konjunktsiooni de�nitsiooni kohaselt

A��xF �G� � t�

Seega igas struktuurisA� kus valem �x�F �G� on t�oene� on ka valem �xF �G
t�oene� eeldusel� et valem G ei sisalda muutujat x vabalt�

T�oestatut kokku v�ottes n�eme� et valemid �xF �G ja �x�F �G� on sa�
mav��rsed� �

�� grupi esimene samav��rsus� T�oestame� et valemist �xF 
G j�reldub
valem �x�F 
G�� Olgu A selline struktuur� et

A��xF 
G� � t�

Implikatsioon on t�oene kahel juhul	 siis� kui eesliige on v��r v�oi siis� kui
tagaliige on t�oene�

�� Kui A��xF� � v� siis peab leiduma element u� � UA� et

A�x�u���F� � v�

Sel juhul aga
A�x�u���F 
G� � t

ja vastavalt olemasolu kvantori de�nitsioonile

A��x�F 
G�� � t�

�� Kui A�G� � t� siis t�nu sellele� et muutuja x ei esine valemis G vabalt�
kehtib vabalt valitud u� � UA korral

A�x�u���G� � t�

J�relikult
A�x�u���F 
G� � t�

millest saame� et
A��x�F 
G�� � t�

Sellega on m�olemad juhud l�bi vaadatud�

��



Seega igas struktuuris A� kus valem �xF 
G on t�oene� on ka valem
�x�F 
G� t�oene� eeldusel� et valem G ei sisalda muutujat x vabalt�

Vastupidi� olgu A selline struktuur� et

A��x�F 
G�� � t�

See t�hendab� et leidub element u� � UA� et

A�x�u���F 
G� � t�

Oletame vastuv�iteliselt� et

A��xF 
G� � v�

Siis peab olema
A��xF� � t ja A�G� � v�

Kuna A��xF� � t� siis ka elemendi u� korral

A�x�u���F� � t�

Enne saime� et A�x�u���F 
G� � t� j�relikult

A�x�u���G� � t�

Kuna valem G ei sisalda muutujat x vabalt� siis A�x�u���G� � A�G� ja seega
ka

A�G� � t�

Tulemus on vastuolus eelnevas saadud v�ordusega A�G� � v� See t�hendab�
et oletus A��xF 
G� � v ei pea paika ja peab olema A��xF 
G� � t�

Seega igas struktuuris A� kus valem �x�F 
G� on t�oene� on ka valem
�xF 
G t�oene� eeldusel� et valem G ei sisalda muutujat x vabalt�

T�oestatut kokku v�ottes n�eme� et valemid �xF 
G ja �x�F 
G� on sa�
mav��rsed� �

�lej��nud samav��rsusi �ka neid� mis eelnevas loendis kirjas ei ole� saab
t�oestada analoogiliste arutlustega�

Asudes p�ohjendama predikaatarvutuse p�ohisamav��rsuste kehtivust� po�
le meil algselt� esimese samav��rsuse korral� kasutada midagi peale vahetu
de�nitsiooni� K�oigi �lej��nute juures v�oib aga rakendada juba t�oestatud sa�
mav��rsusi� Kui oleme n�idanud� et samav��rsused ����� peavad paika� v�oime
viimase t�oestuse asendada hoopis l�hemaga	

�xF 
G � ��xF 	G

� �x�F 	G

� �x��F 	G�

� �x�F 
G�

��



Seega on kahe valemi samav��rsuse t�oestamiseks v�hemasti kaks v�oima�
lust	 kas l�htuda otse de�nitsioonist� nagu me tegime eelnevas� v�oi teisendada
valemeid teadaolevate samav��rsuste abil� nagu me tegime n��d� Loomuli�
kult on v�oimalik ka nende kahe meetodi kombinatsioon�

Samu meetodeid kasutatakse ka siis� kui on vaja t�oestada� et mingi valem
on samaselt t�oene v�oi samaselt v��r�

�lalpool toodud samav��rsuste loendit vaadeldes v�oib arvata� et analoo�
gilisi samav��rsusi peaks leiduma teisigi� N�iteks �� grupis �ldisuse kvantori
ja disjunktsiooni ning olemasolu kvantori ja konjunktsiooni vahel� Tegelikult
pole niisugused samav��rsused �ldkehtivad� see t�hendab

�xF 	�xG 
� �x�F 	G�

�xF � �xG 
� �x�F �G�

Esimesel juhul j�reldub vasakust poolest parem pool� aga mitte vastupidi�
teisel juhul j�reldub paremast poolest vasak pool� aga mitte vastupidi� Selles�
et teistpidised j�reldumised ei kehti� v�oib veenduda lihtsasti� kui v�otta

UA � N

FA � PA�n� � 
n on paarisarv�

GA � QA�n� � 
n on paaritu arv�

Esimesel juhul on parem pool t�oene ja vasak pool v��r� sest kuigi iga arv on
kas paaris v�oi paaritu� ei ole k�oik arvud paaris ega ka k�oik arvud paaritud�
Teisel juhul on vasak pool t�oene ja parem pool v��r� sest kuigi leidub nii
paarisarve kui ka paarituid arve� pole �kski arv korraga paaris ja paaritu�

Samamoodi ei v�oi �ldiselt vahetada eriliigilisi kvantoreid� see t�hendab

�x�yF 
� �y�xF

�x�yF 
� �y�xF

Siin kehtib esimesel juhul implikatsioon vasakult paremale� kuid mitte vastu�
pidi� teisel juhul aga implikatsioon paremalt vasakule� kuid mitte vastupidi�

���� Valemi pre	kskuju

Predikaatarvutuse valemi pre�kskuju on l�htekoht paljudele algoritmidele�
n�iteks teoreemide automaatt�oestamises ja tehisintellektis�steemides kasu�
tatavale resolutsioonimeetodile� Pre�kskujul olevas valemis on k�oik kvanto�
rid koondatud valemi etteotsa� T�psema m��ratluse annab j�rgmine de�nit�
sioon�

��



Definitsioon ��� �tleme� et valem F on pre�kskujul� kui ta on esitatud
kujul

F � Q�x�Q�x� � � � QnxnF
��

kus Q�� Q�� � � � � Qn on kvantorid� x�� x�� � � � � xn muutujad ning valem F � ei
sisalda kvantoreid� Valemit F � nimetatakse valemi F maatriksiks�

J�rgnevas asume tegelema k�simusega� kuidas viia valemit pre�kskuju�
le� Selles tuleb tegemist seotud muutujate �mbernimetamisega� Olgu meil
n�iteks valem

�xF �

Oletame� et selles valemis ei esine muutujat y ei seotult ega vabalt� Siis me
v�oime ilmselt k�oik muutuja x esinemised� mis asuvad kvantori m�ojupiirkon�
nas� asendada muutujaga y� tulemus j��b esialgse valemiga samav��rseks�
Seega saame algse valemi asemele valemi

�yF 
x�y��

Operatsioon� kus seotud muutuja asendatakse kvantori m�ojupiirkonnas min�
gi valemis mitteesineva muutujaga� on seotud muutuja �mbernimetamine�
Oluline on siinjuures� et uus muutuja erineb k�oigist senistest� sest vastasel
korral ei pruugi me saada samav��rset valemit�

Teoreem �� Iga valemi jaoks leidub temaga samav��rne valem pre�ksku�
jul�

T�oestus� Olgu F suvaline predikaatarvutuse valem� T�oestame teoreemi
induktsiooniga valemi struktuuri j�rgi�

Induktsiooni baas� Kui F on kujul P �t�� � � � � tn�� kus P on n�kohaline
predikaats�mbol ja t�� � � � � tn on termid� siis valemil F on juba n�outav kuju�

Induktsiooni samm� Vaatleme eraldi juhte valemi ehituse j�rgi�
Juht �� Olgu valem F kujul �F�� Induktsiooni eelduse p�ohjal leidub va�

lemiga F� samav��rne valem G�� mis on pre�kskujul� Olgu valemil G� kuju

G� � Q�x�Q�x� � � � QnxnG
�

��

kus G� ei sisalda kvantoreid� Leides m�olemast poolest eituse� saame algse
valemiga F samav��rse valemi� Kvantori ja eituse vahetamisseaduste p�ohjal
siis

F � ��Q�x�Q�x� � � � QnxnG
�

��

� Q�x�Q�x� � � � Qnxn�G
�

�

kus

Qi �

�
�� kui Qi � �
�� kui Qi � �

��



Niimoodi saame valemiga F samav��rse valemi pre�kskujul�
Juht 	� Olgu valem F kujul F� �F�� Induktsiooni eelduse p�ohjal leidu�

vad valemiga F� samav��rne valem G� ja valemiga F� samav��rne valem G��
mis m�olemad on pre�kskujul� Nimetades vajaduse korral valemites G� ja G�

seotud muutujaid �mber� v�oime eeldada� et need valemid ei sisalda �hiseid
seotud muutujaid ja et seotud muutujad erinevad vabadest muutujatest� Ol�
gu

G� � Q��x�Q��x� � � � Q�n�xn�G
�

�

G� � Q��y�Q��y� � � � Q�n�yn�G
�

�

kus valemid G �� ja G
�

� ei sisalda kvantoreid� Siis valem G� �G� on samav��rne
valemiga F ning predikaatarvutuse samav��rsuste loendi �� grupist ja kon�
junktsiooni kommutatiivsusest saame

F � Q��x�Q��x� � � � Q�n�xn�G
�

� �Q��y�Q��y� � � � Q�n�yn�G
�

�

� Q��x�Q��x� � � � Q�n�xn��G
�

� �Q��y�Q��y� � � � Q�n�yn�G
�

��

� Q��x�Q��x� � � � Q�n�xn��Q��y�Q��y� � � � Q�n�yn�G
�

� �G
�

��

� Q��x�Q��x� � � � Q�n�xn�Q��y�Q��y� � � � Q�n�yn��G
�

� �G
�

��

Viimane valem ongi pre�kskujul�
Juht �� Olgu valem F kujul F� 	F�� Kahekordse eituse ja De Morgani

seaduse abil teisendame selle valemi kujule ���F� ��F�� ning rakendame
juhte � ja ��

Juht �� Olgu valem F kujul F�
F�� Teisendame valemi kujule �F� 	F�

ning rakendame juhte � ja ��
Juht 
� Olgu valem F kujul F��F�� Teisendame valemi kujule F� �F� 	

�F� ��F� ning rakendame juhte �� � ja ��
Juht �� Olgu valem F kujul �xF�� Induktsiooni eelduse p�ohjal leidub

valemiga F� samav��rne valem G�� mis on pre�kskujul� Nimetades vajadu�
se korral valemis G� seotud muutujaid �mber� v�oime eeldada� et valemi G�

seotud muutujad erinevad muutujast x� Olgu

G� � Q�x�Q�x� � � � QnxnG
�

��

kus G� ei sisalda kvantoreid� Siis

F � �xQ�x�Q�x� � � � QnxnG
�

�

mis ongi otsitav pre�kskuju�
Juht �� Olgu valem F kujul �xF�� Teisendame valemi kujule ��x�F�

ning rakendame juhte � ja �� �

��



Saab formuleerida ka algoritm valemi viimiseks pre�kskujule� Variante
selleks on mitmeid� j�rgnevas esitame �he v�oimaluse� Olgu antud valem F �
mis on vaja viia pre�kskujule� V�oib tegutseda nii�

�� Elimineerida implikatsioonid ja ekvivalentsid	

G 
H � �G 	�H

G �H � G �H	�G ��H

�� Nimetada seotud muutujad �mber nii� et iga kvantor viitaks erineva�
le seotud muutujale ja et seotud muutujad erineksid k�oigist vabadest
muutujatest�

�� Viia eitused kvantorite alla	 asendada

��xG � �x�G

��xG � �x�G

�� Arvestades� et k�oik kvantorid viitavad erinevatele muutujatele ja seotud
muutujad erinevad vabadest� kasutada seadusi

�xG �H � �x�G �H�

�xG 	H � �x�G 	H�

�xG �H � �x�G �H�

�xG 	H � �x�G 	H�

ja tuua kvantorid esimese osavalemi eest sulgude ette� Seej�rel� arvesta�
des konjunktsiooni ja disjunktsiooni kommutatiivsust� tuua kvantorid
sulgude ette esimese osavalemi eest�

Teisendame n�iteks valemi �x�yP �x� g�y� f�x���	�Q�z�	��xR�x� y�
pre�kskujule	

�x�yP �x� g�y� f�x���	�Q�z�	��xR�x� y�

� �x�uP �x� g�u� f�x���	�Q�z�	��vR�v� y�

� �x�u�P �x� g�u� f�x���	�Q�z��	�v�R�v� y�

� �x�u�v�P �x� g�u� f�x���	�Q�z�	�R�v� y��

��


