2. Predikaatarvutus

2.1. Pohimoisted

Lausearvutuses vaatlesime, kuidas liitlause toeviartus soltub lihtlausete toe-
vaartustest. Predikaatarvutus on lausearvutuse iildistus selles suhtes, et siin
jaotame ka lihtlaused osadeks. Seetottu saab predikaatarvutuse abil uurida
lausete struktuuri tdpsemini ning viljendada viiteid, mida lausearvutuses
viljendada pole voimalik. Uued moisted vorreldes lausearvutusega on pre-
dikaadid, funktsioonid ja muutujad ning siimbolid nende tdhistamiseks —
predikaatsiimbolid, funktsionaalsiimbolid ja muutujasiimbolid. Peale nende
kasutatakse predikaatarvutuses veel eriliiki siimboleid — kvantoreid.
Olgu meil niiteks lause

Jaan on aus.

See lause on lihtlause, kuid teda voib vaadelda koosnevana kahest kompo-

nendist: esiteks isikunimi ,,Jaan* ja teiseks konstruktsioon ,,... on aus®. Pre-

dikaatarvutuses jaotataksegi lause kahte tiilipi koostisosadeks: subjektideks,

mille kohta lauses midagi viidetakse ja predikaadiks, mis viljendab subjekti

omadust voi seost subjektide vahel. Eelnevas lauses on ,,Jaan® subjekt ja ,,. ..

on aus” predikaat. Seega véljendab predikaat siin subjekti teatavat omadust.
Vaatleme niiiid lauset

Jiiri armastab Mari.

Selles lauses on kaks subjekti: ,,Jiiri“ ja ,Mari“, mida iithendab predikaat ,. ..
armastab ...“. Siin viljendab predikaat seost kahe subjekti vahel.

Predikaadid jaotatakse klassidesse selle jargi, mitme subjektiga nendes
tegemist on. Toodud néidetes on predikaat ,,... on aus“ iihekohaline ning
predikaat ,,... armastab ...“ kahekohaline. Loomulikult on olemas ka kolme-
nelja ja enamakohalisi predikaate. Vastupidises suunas iildistusi tehes voib
midratleda nullikohalise predikaadi moiste. See on omadus, mis voimalikest
subjektidest iildse ei soltu, néiteks

On talv.

Iga predikaadiga seostub tavaliselt hulk, millesse loetakse kuuluvaks pre-
dikaadi subjekte. Niisugust hulka nimetatakse pohihulgaks ehk universumiks.
Néiteks kui on tegemist predikaadiga ,,... on aus“, siis on loomulik valida
pohihulgaks kdigi inimeste hulk. Vottes jarjestikku ette koik pohihulga ele-
mendid, voime nendest igaiihele predikaati lisades koostada lause. Kui néi-
teks inimeste hulk on esitatud nimede jarjendina {Jaan, Epp, Madis, . . .}, siis
saame laused
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Jaan on aus.

Epp on aus.

Madis on aus.
. jne ...

Niimoodi tekkivatest laustest voib igaiiks olla tdene vGoi vadr. Seetottu voib
predikaati, tdpsemini iihekohalist predikaati moista ka kujutusena, mis iga-
le pohihulga elemendile seab vastavusse toevadrtuse ,,toene” voi toevaartuse
., VAAr".

Kahekohalise predikaadi puhul voib toimida analoogiliselt. Kui néiiteks
tegemist on predikaadiga ,,... armastab ...“ ja pohihulgaks on koigi inimeste
hulk, siis vaadeldes koikvoimalikke pohihulga elementide paare, saame laused

Jaan armastab Jaani
Jaan armastab Eppu.
Jaan armastab Madist.
Epp armastab Jaani.
Epp armastab Eppu.

. jne ...

Nendest lausetest voib igaiiks jélle olla kas toene voi vidr. Kahekohalist predi-
kaati voib seega kisitada kui kujutust, mis igale pohihulga elementide paarile
seab vastavusse toeviartuse ,,toene* voi toevadrtuse ,,vaar”.

Kolmekohaliste predikaatide puhul tuleb loomulikult vaadelda kolmikuid,
neljakohaliste predikaatide puhul nelikuid jne. Nullikohalised predikaadid
subjektidest ei soltu ja nende puhul v6ib pohihulga valida suvaliselt. Néi-
teks lause

On talv.

toevadrtus soltub muudest asjaoludest, mitte pohihulga mingitest valitud ele-
mentidest.

Eelnevas lahtusime predikaadist ja méarasime talle vastava pohihulga. On
voimalik ka vastupidine suund: valime pohihulga ja defineerime sellel tea-
tavad predikaadid. Tegeledes aritmeetikaga, voib osutuda kasulikuks valida
pohihulgaks naturaalarvude hulk

{0,1,2,...}

ning votta tarvitusele iihekohalised predikaadid ,,... on paarisarv®, ,... on
paaritu arv®, ,,... on algarv“, kahekohalised predikaadid ,,... on suurem kui

14 13

., .. on vaiksem kui ..., ... on vOrdne ...-ga“, kolmekohaline predi-
kaat ,,... pluss ... on ...“ jt. Erinevaid v6imalusi on palju.
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Predikaatide méarkimiseks kasutatakse tihti P, @, R, A, B, C, nn. predi-
kaatsiimboleid, kirjutades nende jérele sulgudesse argumendid. Naiteks P(x)
sobib iihekohalise ning Q(z,y) kahekohalise predikaadi téhistamiseks.

Kui meil on pohihulk ja sellel defineeritud predikaat, siis voib kirja pan-
na vaiteid, et mingi omadus kehtib koigi pohihulga elementide korral voi et
pohihulgas leidub element, millel on mingi omadus. Naiteks

Iga inimene on aus.
Leidub inimene, kes on aus.

Olulised on siin sonad ,iga“ ja ,leidub“. Predikaatarvutuses tdhistatakse
niisuguseid sonu spetsiaalsete siimbolitega, mida nimetatakse kvantoriteks.
Sonale ,iga“ vastab kvantor V, sonale ,leidub“ aga kvantor 4.

Matemaatilise sisuga véidete kirjapanemiseks on predikaatarvutuses va-
ja viljendada ka mitmesuguseid funktsioone. Funktsioonid loeme méaratuks
samal pohihulgal, kus predikaadidki. Ka funktsioone voib jaotada klassides-
se kohtade arvu jiargi. Uhekohaline funktsioon on eeskiri, mis pshihulga igale
elemendile seab vastavusse pohihulga mingi teise elemendi. Niiteks kui vaa-
deldavaks pohihulgaks on naturaalarvude hulk, siis voib osutuda vajalikuks
iihekohaline funktsioon

r—x+1

See funktsioon teisendab iga arvu iihe vorra suuremaks arvuks.
Kahekohaline funktsioon on eeskiri, mis pohihulga igale elemendipaarile

seab vastavusse pohihulga mingi elemendi. Uldtuntud kahekohalised funkt-

sioonid naturaalarvude hulgal on liitmine, lahutamine ja korrutamine, seega

T,y —T+Yy
T,Yy—=r -y
T,y =T Yy

Jagamine selle definitsiooni kohaselt lubatavate funktsioonide hulka ei kuu-
lu, sest suvalise kahe arvu jagatis ei pea olema naturaalarv (ega iildse arv
nulliga jagamisel). Sobivad ainult sellised funktsioonid, mis annavad vastuse
eranditult koigi naturaalarvupaaride korral.

Samamoodi médratakse kolme-, nelja- ja enamakohaline funktsioon. Kol-
mekohalise funktsiooni néiteks voib tuua eeskirja

x,y, z — max(x,y, 2)

Analoogiliselt nullikohaliste predikaatidega voib defineerida ka nullikoha-
lise funktsiooni. Sellise funktsiooni toime on lihtsalt {ihe konkreetse elemen-
di fikseerimine pohihulgast. Nullikohalisel funktsioonil ei ole argumente, on
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ainult vidrtus. Seepérast voib teda samastada konstandiga. Niiteks funkt-
sioon, mis valib naturaalarvude hulgast vilja arvu 0, on nullikohaline, samuti
funktsioon, mis valib vilja arvu 1 jne.

Funktsioonide tdhistamiseks kasutatakse tavaliselt funktsionaalsiimboleid
f, g, h koos argumentidega. Néiteks f(z) sobib iihekohalise ning g(z, y) ka-
hekohalise funktsiooni tidhistamiseks. Konstante tdhistatakse enamasti siim-
bolitega a, b, c.

Pohilisteks objektideks predikaatarvutuses on seega predikaadid, mille
tahistamiseks kasutame eelpool loetletud predikaatsiimboleid. Spetsiaalseid
siimboleid, kvantoreid, kasutame pohihulga elementide mééira tahistamiseks
(,koik*, ,vihemalt iiks“). Samuti kuuluvad vajalike objektide hulka pghihul-
gal madratud funktsioonid, mille tdhistamiseks kasutame funktsionaalsiim-
boleid. Peale selle on meil vaja siimboleid pohihulga elementide endi téhis-
tamiseks, olgu nendeks nn. muutujasiimboliteks z, ¥y, 2.

Oluline on tahele panna, et predikaadid ja predikaate tdhistavad siimbo-
lid on erinevad asjad samuti nagu on néiteks erinevad kaup ja seda tdhistav
vootkood voi inimene ja tema nimi. Samasugune eristamine oli muuseas ka-
sutusel ka lausearvutuses.

2.2. Predikaatarvutuse siintaks

Predikaatarvutuse siintaks mé&arab kindlaks, milliseid avaldisi loeme predi-
kaatarvutuse valemiks ja milliseid mitte. Vastav definitsioon koosneb kahest
osast.
Definitsioon 1. Term.
1. Iga muutujasiimbol on term.
2. Kui f on n-kohaline funktsionaalsiimbol ja ¢;, ..., t, on termid, siis
f(t,...,t,) on term.
3. Rohkem terme ei ole.
Definitsioon 2. Predikaatarvutuse valem.

1. Kui P on n-kohaline predikaatsiimbol ja ¢, ..., ¢, on termid, siis
P(ty,...,t,) on predikaatarvutuse valem.

2. Kui F on predikaatarvutuse valem, siis = on predikaatarvtuse valem.

3. Kui F ja G on predikaatarvutuse valemid, siis (F & G), (FV G), (FDQ),
(F ~ @) on predikaatarvutuse valemid.

4. Kui £ on muutujasiimbol ja F on predikaatarvutuse valem, siis dzF ja
VaF on predikaatarvutuse valemid.

5. Rohkem predikaatarvutuse valemeid ei ole.

Stimbolit V nimetatakse dldisuse kvantoriks, simbolit 3 aga olemasolu
kvantoriks.
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Muutujasiimbolite esinemised valemis jagatakse seotud esinemisteks ja
vabadeks esinemisteks. Muutuja = esinemist valemis F nimetatakse seotuks,
kui x asub mingi kvantori mgjupiirkonnas, st. esineb valemi F osavalemis
VzG voi 3xG. Ulejidnud esinemisi nimetatakse vabadeks. Uks ja sama muu-
tuja voib valemis esineda korraga nii seotult kui vabalt. Valemit nimetatakse
kinniseks, kui tema koigi muutujate koik esinemised on seotud.

Definitsioonides 1 ja 2 toodud induktiivset protsessi jirgides saab koos-
tada néaiteks predikaatarvutuse valemi

(FzP(x, f(y)) VVyQ(y, g(a, h(2)),y))

Siin on P kahekohaline ja () kolmekohaline predikaatsiimbol, f ja h on iiheko-
halised funktsionaalsiimbolid, g aga kahekohaline, a on konstantsiimbol (ehk
nullikohaline funktsionaalsiimbol) ning z, y, 2 muutujasiimbolid. Muutuja-
siimboli z ainus esinemine on seotud, muutujasiimboli y esimene esinemine
on vaba, iilejidnud aga seotud, muutujasiimboli z ainus esinemine on vaba.
Valem ei ole kinnine, sest osa muutujaid esineb vabalt. Loeme iiles ka koik
termid, mis selles valemis esinevad:

r oy fly)y a oz hz)  gla,h(z))

Valemid on kiesoleval hetkel puhtalt siimbolite jarjendid, ilma ,,sisuta” ja
nii tuleb neid ka votta. Ei definitsioon 1 ega definitsioon 2 ei iitle midagi sel-
le kohta, mida predikaatarvutuse valemid tdhendavad. Néiteks ei saa kiisida,
millist lauset viljendab iilal vaadeldud kahe predikaatsiimboliga valem, sest
me ei tea, kas see valem on médratud viljendama mingit viidet naturaal-
arvude, inimeste, geomeetriliste kujundite v6i millegi muu kohta. Kiisimuse
valemi tdhendusest votamegi vaatluse alla jargmisena.

2.3. Predikaatarvutuse semantika

Definitsioon 3. Struktuur on paar A = (Ugy, 14), kus U4 on mingi mittetiihi
hulk, mida nimetatakse pohihulgaks ehk universumaiks ja I 4 on interpreteeriv
kujutus, mis teisendab

a) iga n-kohalise predikaatsiimboli n-kohaliseks predikaadiks hulgal U 4;
b) iga n-kohalise funktsionaalsiimboli n-kohaliseks funktsiooniks hulgal U 4;
¢) iga muutujasiimboli hulga U4 mingiks elemendiks.
Lithiduse mottes tihistame I4(P) = PA, I4(f) = f4, I4(x) = 2™
Struktuur naitab seega, kuidas tuleb valemit moista. Kogu interpretat-

siooni aluseks on pohihulk Uy4. Sellel hulgal saab defineerida iildiselt palju
erinevaid predikaate ja funktsioone ning valida mitmel eri viisil elemente.
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Seda, missugused predikaadid, funktsioonid ja elemendid kogu sellest mit-
mekesisusest olulised on, néditab kujutus 7 4.

Interpreteeriva kujutuse toimet vGib selgitata jairgmiselt. Oletame, et va-
lem sisaldab n-kohalist predikaatsiimbolit P. Interpreteeriv kujutus valib
koigi pohihulgal defineeritud n-kohaliste predikaatide hulgast vélja iihe ja
omistab selle predikaatsiimboli P tdhenduseks. Sama tehakse koigi teiste va-
lemis esinevate predikaatsiimbolitega. Kui valem sisaldab n-kohalist funktsio-
naalsiimbolit f, siis interpreteeriv kujutus valib koigi pohihulgal defineeritud
n-kohaliste funktsioonide hulgast vilja iihe ja omistab selle funktsionaalsiim-
boli f tdhenduseks. Samuti koigi teiste funktsionaalsiimbolitega. Lopuks, kui
valem sisaldab muutujasiimbolit x, siis interpreteeriv kujutus valib pohihul-
ga elementide seast vilja iihe elemendi ja omistab selle muutujasiimboli x
tdhenduseks.

Valemis esinev siintaktiline objekt ja tema interpretatsioon on kaks ise
asja, mida tuleb teineteisest lahus hoida. Niiteks predikaatsiimbol P kujutab
endast paljalt tihte, siimbolit, tema interpretatsioon P seevastu pohihulgal
madratud predikaati.

Vaatleme néiteks eelmises jaotises késitletud valemit ja defineerime struk-
tuuri A jargmiselt.

Ul = {0,1,2,...)

PA(p,q) =.p > ¢

Q(p,q,7) = ,arvud p, ¢, r on koik vordsed“
) =p+1

‘g =p+g

hp)  =p-1

at =0

y* =2

24 =3

Téhenduse, mille valem omandab selles struktuuris, voib kirja panna lausega
yleidub arv, mis on suurem kui talle jirgnev arv voi pole nii, et suvaline
naturaalarv langeb kokku nii arvuga 0+ (3 — 1) kui iseendaga“. See lause on
toene.

Struktuuri moistega méaérati vastavus valemi siimbolite ja konkreetsete
predikaatide, funktsioonide ja elementide vahel. Kui see vastavus on teada,
siis saab leida valemi toevairtuse antud struktuuris.

Jargnevalt defineerime termi viartuse ning selle abil valemi toevaértuse.
Molemad definitsioonid on induktiivsed, st. esitavad eeskirja, kuidas lihtsa-
mate avaldiste vaartuste abil leida keerulisemate avaldiste vaartusi.
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Definitsioon 4. Termi vaértus.
1. Kui £ on muutujasiimbol, st. ¢ = x, siis

A(t) = 274
2. Kuit = f(ty,...,t,), kus ¢y, ..., t, on termid ja f on n-kohaline funkt-
sionaalsiimbol, siis
Alt) = A )

Definitsioon 5. Valemi tGeviirtus
1. Kui F = P(ty,...,t,), kus ty, ..., t, on termid ja P on n-kohaline pre-
dikaatsiimbol, siis A(F) = ¢ parajasti siis, kui PA(t}, ..., t4) = ¢.
Kui F = @, siis A(F) = t parajasti siis, kui A(G) = v.
Kui F = G & H, siis A(F) = t parajasti siis, kui A(G) =t ja A(H) =t.
Kui F = GV H, siis A(F) = t parajasti siis, kui A(G) =t voi A(H) = t.
Kui F = G D H, siis A(F) = t parajasti siis, kui A(G) = v voi A(H) = t.
Kui F = G~H, siis A(F) = t parajasti siis, kui A(G) =t ja A(H) =t
voi A(G) =v ja A(H) =
7. Kui F = Vag, siis A(F) = t parajasti siis, kui pohihulga iga elemendi
u € Uy korral Ap,)(G) = t, kus [x/u] tdhendab, et muutujasiimboli z
interpretatsiooniks voetakse element u.

SENANE

8. Kui F = 3zG, siis A(F) = ¢t parajasti siis, kui pohihulgas leidub element
u € Uy, et Ayp(G) = t, kus [z/u] tdhendab, et muutujasiimboli z
interpretatsiooniks voetakse element w.

Arusaadavalt voib iihel ja samal valemil olla erinevates struktuurides eri-
nev toeviartus. Vaatleme naiteks valemit

Va3yP(z,y).

Valime struktuuri A, milles pohihulk ja predikaadi P interpretatsioon on
antud jargnevalt.

Us=1{0,1,2,...}
Pa,b) = ,a > b
Valem omandab selles struktuuris tdhenduse ,iga naturaalarvu jaoks leidub
temast viiksem naturaalarv®. Selline vaide ei kehti naiteks naturaalarvu 0
korral. Jarelikult on valemi toevaartus selles struktuuris vaar.

Olgu niilid vaatluse all struktuur B, kus pohihulk ja predikaadi P interp-
retatsioon on jargmised:

Up = {koik inimesed}
P5(a,b) = "a armastab b-d“
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Valemi téhenduseks on niiiid ,iga inimene armastab mingit inimest (voib-
olla iseennast)*. Niisugune viide on tdenéoliselt viir, sest arvatavasti leidub
selliseid inimesi, kes kedagi ei armasta. Ka selles struktuuris véiljendab valem
vadra vaidet.

Votame 10ppeks struktuuri C, milles

Us=1{0,1,2,..}
PA(a,b) = ,a < b

Struktuuris C on valemi tdhenduseks ,jiga naturaalarvu jaoks leidub temast
suurem naturaalarv". See lause on ilmselt toene, selliseks arvuks sobib néi-
teks antud arvule vahetult jargnev arv. Vaadeldavas struktuuris on valemi
toevaartus jarelikult toene.

Valemi toeviirtuse definitsioonis 5 esineb struktuuri A korval veel ka
struktuur Ap, /). Need kaks struktuuri langevad teineteisega kokku koikjal,
ainus erinevus on muutujasiimboli = interpretatsioon. Struktuuris A voib
muutujasiimbolile = olla antud definitsiooniga 3 tdhenduseks mingi element
pohihulgast, voi jaetud tema tdhendus hoopis médramata (kui muutujasiim-
bol x ei esine valemis vabalt). SGltumata sellest omistatakse struktuuris Alz/u)
muutujasiimboli x tdhenduseks pohihulga element w.

Uldiselt ei pruugi toeviirtused A(F) ja Ap/(F) kokku langeda, sest
struktuuris A voib muutujasiimboli x interpretatsiooniks olla mingi u-st eri-
nev element. Kuna valemi toeviartus soltub iildjuhul sellest, kuidas omista-
takse tdhendus tema vabadele muutujatele, v6ib valemi toeviartus muutuda,
kui niiiid struktuuris A[, /) voetakse muutujasiimboli o tihenduseks element
u. Seevastu kui valem F ei sisalda muutujat  vabalt, siis A(F) = A/ (F),
sest valemi toevadrtus ei soltu niisugusel juhul sellest, milline on muutuja-
siimboli z tdhendus.

Asjaolu, et valem F on struktuuris A toene, tahistatakse

Ak F.

Sellisel juhul nimetatakse struktuuri A valemi F mudeliks. Vastupidist asja-
olu, st. et valem F on struktuuris A vaar ehk struktuur A ei ole valemi F
mudel, tdhistatakse

AW F.

Analoogiliselt lausearvutuse valemitega voib ka predikaatarvutuse vale-
mite hulgast eraldada vilja spetsiaalsed valemiklassid.

Definitsioon 6. Valemit F nimetatakse kehtestatavaks, kui tal leidub
mudel. See tihendab, leidub struktuur A nii, et A = F.

Definitsioon 7. Valemit F nimetatakse samaselt toeseks, kui iga struk-
tuur on tema mudeliks. See tdhendab, et iga struktuuri A korral A = F.
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Definitsioon 8. Valemit F nimetatakse samaselt vidraks, kui iikski
struktuur pole tema mudeliks. See tdhendab, et iga struktuuri A korral
A F.

Asjaolu, et valem F on samaselt tdene, mérgitakse

= F

Vastupidist asjaolu, et valem F ei ole samaselt toene, mirgitakse

= F

Viimane kirjutis ei tdhenda seda, et valem F on samaselt viér.

Neid kolme valemiklassi seovad samasugused omadused nagu lausearvu-
tuseski. Ka viidete toestused on sarnased.

Omadus 1. Valem F on samaselt tdene parajasti siis, kui valem —=F on
samaselt vAar.

Omadus 2. Valem F on kehtestatav parajasti siis, kui valem —F ei ole
samaselt toene.

Kokkuvottes on predikaatarvutuse valemitel kaks aspekti — siintaks ja se-
mantika. Siintaks méarab valemite iileskirjutamise reeglid, semantika néitab,
kuidas anda valemitele tdhendus.

2.4. Predikaatloogika pohiseadused

Nii nagu lausearvutuseski tekib ka predikaatarvutuses vajadus valemite tei-
sendamise jirele. Selleks on aga vaja samavéarsusi, mis kehtiksid ka predi-
kaatarvutuse valemite puhul. Kéesolevas jaotises esitamegi moningad niisu-
gused samavéirsused.

Definitsioon 9. Utleme, et valemist F jireldub valem G, kui igas struk-
tuuris, kus valem F on toene, on ka valem G toene.

Definitsioon 10. Valemeid F ja G nimetatakse samavéarseteks, kui nen-
de toevairtused langevad kokku igas struktuuris.

Need kaks definitsiooni on omavahel seotud: valemid F ja G samaviarsed
parajasti siis, kui valemist F jéreldub valem G ja valemist G jéreldub valem
F.

K®6ik lausearvutuse pohisamavaédrsused kehtivad ka predikaatarvutuses.
Néiteks De Morgani seadused

—|(.7-"\/Q) = —J—"&—‘g

kehtivad soltumata sellest, kas F ja G on lause- voi predikaatarvutuse va-
lemid. Vasak ja parem pool on samavdérsed tdnu nende valemite erilisele
kombineerimisviisile.
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Predikaatarvutuses on aga samavédérseid lauseid, mille samaviirsust ei
ole voimalik toestada lausearvutuse vahenditega. Naiteks

—VxA(xz) pole nii, et kdik on ausad
dx—A(z) leidub neid, kes pole ausad

Need laused viljendavad sisuliselt sama asja. Taolisi lausepaare on predikaat-
arvutuses veelgi.

Predikaatarvutuse spetsiifilised samavaérsused késitlevad kvantorite seost
teiste kvantorite ja lausearvutuse tehetega. Pohilisemad nendest samavadr-
sustest on jargmised.

1. Kvantori ja eituse vahetamisseadus

Vo F = dz~F
—dzF = Vo F

2. Kvantorite osaline distributiivsus

Vo F &VrG = Vo (F & G)
JeFVIzG = Ax(FVG)

3. Kui muutuja x ei esine valemis G vabalt, siis

VeF &G = Vo (F &G)
VeFVG =Vz(FVG)
A F &G = Fx(F & G)
dFVvG =3x(FVG)

4. Kui muutuja x ei esine valemis G vabalt, siis

VeF DG =3x(FDG)
WF DG =Ve(FDQG)

Kui muutuja x ei esine valemis F vabalt, siis

FOVzG =Ve(FDG)
FDOIxG = x(FDG)

5. Samaliigiliste kvantorite vahetamisseadus

VaVyF = VyVaF
dedyF = JydaF
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Neid samavéirsusi toestatakse tavaliselt ndidates, et seose vasakust poo-
lest jareldub parem pool ja paremast poolest jareldub vasak pool. Jareldumise
moiste kohaselt (definitsioon 9) tuleb selleks valida struktuur, milles seose iiks
pool on toene ja naidata, et siis ka teine pool on toene. Kui molemas suunas
jareldumine on toestatud, siis voib viita, et valemid on samavairsed.

P6hjendame moned nendest samaviirsustest, jittes iilejadnud iseseisvaks
harjutuseks.

1. grupi esimene samavadrsus. Toestame koigepealt, et valemist Vo F
jareldub valem dx—F. Olgu A selline struktuur, et

A(=VzF) = t.

Siis ilmselt
AVzF) = v.

See tihendab, et mitte iga u € Uy korral Ap, /) (F) = t, vaid leidub ug € Uy,
et

Atz jug] (F) = v.
Siis aga

Az jug) (0 F) =t
ja olemasolu kvantori definitsiooni kohaselt

A(Fz—F) =t.

Seega igas struktuuris A, kus valem —=VzF on tdene, on ka valem Jx—F
toene.
Toestame niilid vastupidi, et valemist dz—F jareldub valem —-VzF. Olgu
A selline struktuur, et
A(Fz-F) =t.
Siis peab leiduma element ug € Uy, et
ALz jug)(F) = t.

Siit saame, et

Atz ju](F) = v
ja kuna leidub element, et valem F on véér, siis
AVzF) =v.
Jarelikult
A(=VaF) =t.

Seega igas struktuuris A, kus valem Jz—F on toene, on ka valem —VzF
toene.

Toestatut kokku vottes ndeme, et valemid —VzF ja dr—F on samaviar-
sed. 0
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3. grupi esimene samavddrsus. Toestame koigepealt, et valemist VaF & G
jareldub valem Vz(F & G). Olgu A selline struktuur, et

ANVzF &G) = t.
Siis vastavalt konjunktsiooni definitsioonile
ANVzF)=t ja  A(G)=t.
Kuna A(VzF) = t, siis iga u € Uy korral
Al u)(F) = t.
Et muutuja x ei esine valemis G vabalt, siis A(G) = Ajz/u)(G). Jérelikult ka
Apu)(G) = 1.
Saame, et iga u € U4 korral
App(F) =1 Ja  Apu(9) =t,
mis tdhendab, et iga u € U4 korral
Azju)(F &G) = 1.
Uldisuse kvantori definitsiooni pohjal siis
ANVz(F&G)) =t

Seega igas struktuuris A, kus valem V2 F & G on tdene, on ka valem Vz(F & G)
toene, eeldusel, et valem G ei sisalda muutujat x vabalt.

Toestame niitid vastupidi, et valemist Vz(F & G) jareldub valem Vo F & G.
Olgu A selline struktuur, et

ANVz(F&G)) =1t.
See tahendab, et suvalise u € U4 korral
A (F&G) =t,
millest saame, et
App(F) =1 Ja Apu(G) =t
Niiiid kuna iga u € Uy korral Ay, (F) = t, siis
A(VzF) =t.
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Et muutuja z ei esine valemis G vabalt, siis Aj;/,)(G) = A(G), mistottu
A(G) =t.
Konjunktsiooni definitsiooni kohaselt
ANVzF & G) = t.

Seega igas struktuuris A, kus valem Vz(F & G) on toene, on ka valem Vo F & G
toene, eeldusel, et valem G ei sisalda muutujat x vabalt.

Toestatut kokku vottes ndeme, et valemid Vo F & G ja Va(F & G) on sa-
maviarsed. 0

4. grupt esimene samavddrsus. Toestame, et valemist Vo F D G jareldub
valem Jz(F D G). Olgu A selline struktuur, et

ANVzF D G) =t.

Implikatsioon on toene kahel juhul: siis, kui eesliige on vair voi siis, kui
tagaliige on toene.

1) Kui A(VazF) = v, siis peab leiduma element uy € Uy, et
Az juo) (F) = v.

Sel juhul aga
Aju)(FDG) =1

ja vastavalt olemasolu kvantori definitsioonile
AFz(FD2G)) =t.

2) Kui A(G) = t, siis ténu sellele, et muutuja x ei esine valemis G vabalt,
kehtib vabalt valitud ug € U4 korral

Atz /u(G) = t.

Jarelikult
A[m/uo} (.'/_"D g) =1,

millest saame, et

AFz(F>G)) =t.

Sellega on moélemad juhud 14dbi vaadatud.
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Seega igas struktuuris A, kus valem VxF DG on toene, on ka valem
Jx(F D G) toene, eeldusel, et valem G ei sisalda muutujat = vabalt.
Vastupidi, olgu A selline struktuur, et

AFz(FDQG)) =t.
See tahendab, et leidub element ug € Uy, et

Az /o) (FDG) =t
Oletame vastuvaiteliselt, et

ANVzF D G) =w.

Siis peab olema

ANVzF)=t ja  A(G)=v.
Kuna A(VzF) = t, siis ka elemendi uy korral

A[m/uo} (F)=t.
Enne saime, et Ay, /., (F D G) = t, jirelikult
A[m/ud(g) =1.

Kuna valem G ei sisalda muutujat x vabalt, siis Ay /., (G) = A(G) ja seega
ka
A(G) =t.

Tulemus on vastuolus eelnevas saadud vordusega A(G) = v. See tihendab,
et oletus A(VzF D G) = v ei pea paika ja peab olema A(VzF D G) = t.

Seega igas struktuuris A, kus valem Jz(F D G) on tdene, on ka valem
Vo F DG toene, eeldusel, et valem G ei sisalda muutujat x vabalt.

Toestatut kokku vottes nieme, et valemid Vo F D G ja Iz(F D G) on sa-
mavaarsed. O

Ulejidinud samaviiirsusi (ka neid, mis eelnevas loendis kirjas ei ole) saab
toestada analoogiliste arutlustega.

Asudes pohjendama predikaatarvutuse pohisamavéarsuste kehtivust, po-
le meil algselt, esimese samaviarsuse korral, kasutada midagi peale vahetu
definitsiooni. Koigi iilejddnute juures voib aga rakendada juba toestatud sa-
mavadrsusi. Kui oleme niidanud, et samavéarsused 1.-3. peavad paika, voime
viimase toestuse asendada hoopis liihemaga:

VeF DG =-VeFVG
=dz~F VG
= Jx(~FVG)
= Jz(FDQ)
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Seega on kahe valemi samavéiérsuse toestamiseks vihemasti kaks voima-
lust: kas lahtuda otse definitsioonist, nagu me tegime eelnevas, voi teisendada
valemeid teadaolevate samavdarsuste abil, nagu me tegime niiiid. Loomuli-
kult on voimalik ka nende kahe meetodi kombinatsioon.

Samu meetodeid kasutatakse ka siis, kui on vaja toestada, et mingi valem
on samaselt toene voi samaselt vadr.

Ulalpool toodud samaviirsuste loendit vaadeldes voib arvata, et analoo-
gilisi samavaarsusi peaks leiduma teisigi. Naiteks 2. grupis iildisuse kvantori
ja disjunktsiooni ning olemasolu kvantori ja konjunktsiooni vahel. Tegelikult
pole niisugused samaviirsused iildkehtivad, see tdhendab

Ve F VVzG # Vo (FVG)
e F & xG # x(F & G)

Esimesel juhul jareldub vasakust poolest parem pool, aga mitte vastupidi,
teisel juhul jareldub paremast poolest vasak pool, aga mitte vastupidi. Selles,
et teistpidised jareldumised ei kehti, v6ib veenduda lihtsasti, kui votta

Us=N
FA = PA(n) = ,,n on paarisarv

G* = Q4(n) = ,,n on paaritu arv"

Esimesel juhul on parem pool toene ja vasak pool viir, sest kuigi iga arv on
kas paaris voi paaritu, ei ole kdik arvud paaris ega ka koik arvud paaritud.
Teisel juhul on vasak pool toene ja parem pool viar, sest kuigi leidub nii
paarisarve kui ka paarituid arve, pole iikski arv korraga paaris ja paaritu.
Samamoodi ei voi iildiselt vahetada eriliigilisi kvantoreid, see tdhendab

daVyF # VydzF
VedyF £ yVaF

Siin kehtib esimesel juhul implikatsioon vasakult paremale, kuid mitte vastu-
pidi, teisel juhul aga implikatsioon paremalt vasakule, kuid mitte vastupidi.

2.5. Valemi prefikskuju

Predikaatarvutuse valemi prefikskuju on ldhtekoht paljudele algoritmidele,
niiteks teoreemide automaattGestamises ja tehisintellektisiisteemides kasu-
tatavale resolutsioonimeetodile. Prefikskujul olevas valemis on koik kvanto-
rid koondatud valemi etteotsa. Tdpsema méaédratluse annab jargmine definit-
sioon.
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Definitsioon 11. Utleme, et valem F on prefikskujul, kui ta on esitatud
kujul
F =Qi11Qs7s. .. annj:la

kus Q1, Q2, ..., Q, on kvantorid, z1, s, ..., ¥, muutujad ning valem F' ei
sisalda kvantoreid. Valemit F' nimetatakse valemi F maatriksiks.

Jargnevas asume tegelema kiisimusega, kuidas viia valemit prefikskuju-
le. Selles tuleb tegemist seotud muutujate iimbernimetamisega. Olgu meil
niiteks valem

Vo F.

Oletame, et selles valemis ei esine muutujat y ei seotult ega vabalt. Siis me
voime ilmselt koik muutuja = esinemised, mis asuvad kvantori mgjupiirkon-
nas, asendada muutujaga y, tulemus jadb esialgse valemiga samavaérseks.
Seega saame algse valemi asemele valemi

VyF(z/y].

Operatsioon, kus seotud muutuja asendatakse kvantori mojupiirkonnas min-
gi valemis mitteesineva muutujaga, on seotud muutuja iimbernimetamine.
Oluline on siinjuures, et uus muutuja erineb koigist senistest, sest vastasel
korral ei pruugi me saada samavéiarset valemit.

Teoreem 1. Iga valemi jaoks leidub temaga samaviirne valem prefiksku-
jul.

Toestus. Olgu F suvaline predikaatarvutuse valem. Tdestame teoreemi
induktsiooniga valemi struktuuri jargi.

Induktsiooni baas. Kui F on kujul P(ti,...,t,), kus P on n-kohaline
predikaatsiimbol ja ¢y, ..., t, on termid, siis valemil F on juba ndutav kuju.

Induktsiooni samm. Vaatleme eraldi juhte valemi ehituse jérgi.

Juht 1. Olgu valem F kujul —F;. Induktsiooni eelduse pohjal leidub va-
lemiga F; samaviarne valem G;, mis on prefikskujul. Olgu valemil G; kuju

G1 = Qir1Q2xs .. -anﬂng{,

kus G; ei sisalda kvantoreid. Leides mdlemast poolest eituse, saame algse
valemiga F samaviérse valemi. Kvantori ja eituse vahetamisseaduste pohjal
siis

_‘(Q1$1Q2«T2 - anngi)

Q111Q22s ... Quwn =G

kus

S

(3, kuiQi=V
VY, kuiQ =3
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Niimoodi saame valemiga F samavéairse valemi prefikskujul.

Juht 2. Olgu valem F kujul F; & F». Induktsiooni eelduse pohjal leidu-
vad valemiga F; samavidrne valem G ja valemiga F, samaviirne valem G,
mis molemad on prefikskujul. Nimetades vajaduse korral valemites G; ja G
seotud muutujaid iimber, voime eeldada, et need valemid ei sisalda iihiseid
seotud muutujaid ja et seotud muutujad erinevad vabadest muutujatest. Ol-

gu

g1 = Qur1Q1272 . .. lexmgi
Go = Q11Q22Y2 - - - Q20,Yn, G5

kus valemid G| ja G, ei sisalda kvantoreid. Siis valem G; & G» on samaviérne
valemiga F ning predikaatarvutuse samavéirsuste loendi 3. grupist ja kon-
junktsiooni kommutatiivsusest saame

F = QuaiQia®s ... Qiny Tn, G & Q2191Q22Y2 - - - QonyYno Gy
= Qur1Qi2%2 . .. Qny Tn, (G1 & Q211Q2Y2 - - - Q20,Yn,G5)
= Qua1Q2%2 - - Quny Tn, (Q2111Q22Y2 - - - Q2nyYn, Gy & G1)
= Qua1Q12%2 - . . Quny T Q211Q22Y2 - - - Q2nyYny (G5 & G1)

Viimane valem ongi prefikskujul.

Juht 3. Olgu valem F kujul F; V F,. Kahekordse eituse ja De Morgani
seaduse abil teisendame selle valemi kujule —~(=F; & —F,) ning rakendame
juhte 1 ja 2.

Juht 4. Olgu valem F kujul F; D F,. Teisendame valemi kujule =F; V F
ning rakendame juhte 1 ja 3.

Juht 5. Olgu valem F kujul F; ~ F,. Teisendame valemi kujule F; & F5 V
—F; & ~F> ning rakendame juhte 1, 2 ja 3.

Juht 6. Olgu valem F kujul VzF;. Induktsiooni eelduse pohjal leidub
valemiga F; samaviirne valem G;, mis on prefikskujul. Nimetades vajadu-
se korral valemis G; seotud muutujaid imber, voime eeldada, et valemi G;
seotud muutujad erinevad muutujast z. Olgu

g1 = Q1«T1Q2«T2 .- -anngia
kus G, ei sisalda kvantoreid. Siis
f = VZClelQQZUQ N in'ngi

mis ongi otsitav prefikskuju.
Juht 7. Olgu valem F kujul JzF;. Teisendame valemi kujule —Vx—F;
ning rakendame juhte 1 ja 6. O
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Saab formuleerida ka algoritm valemi viimiseks prefikskujule. Variante
selleks on mitmeid, jirgnevas esitame iihe voimaluse. Olgu antud valem F,
mis on vaja viia prefikskujule. Voib tegutseda nii.

1. Elimineerida implikatsioonid ja ekvivalentsid:

GOH=-GV-H
GroH=G&HV G &H

2. Nimetada seotud muutujad {imber nii, et iga kvantor viitaks erineva-
le seotud muutujale ja et seotud muutujad erineksid koigist vabadest
muutujatest.

3. Viia eitused kvantorite alla: asendada

VoG = dz—G
—dzG = V-G

4. Arvestades, et koik kvantorid viitavad erinevatele muutujatele ja seotud
muutujad erinevad vabadest, kasutada seadusi

VeG & H = V(G &H)
VeGVH =Vax(GVH)
G &H = (G &H)
JxGVH = (GVH)

ja tuua kvantorid esimese osavalemi eest sulgude ette. Seejirel, arvesta-
des konjunktsiooni ja disjunktsiooni kommutatiivsust, tuua kvantorid
sulgude ette esimese osavalemi eest.

Teisendame néiteks valemi Yz3IyP(x,g(y, f(z)))V-Q(2)V VzR(x,y)
prefikskujule:

VadyP(z, g(y, f(2))) V-Q(2) V ~VzR(z,y)
= VaIduP(z, g(u, f(2))) V-Q(2) V-VvR(v,y)
= VaIu(P(z, g(u, f(2))) V-Q(2))V Fv-R(v,y)
= VaJuv(P(z, g(u, f(2))) V-Q(2) V- R(v,y))
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