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 e�m�a��� kes
arendas v�lja p�ohjaliku deduktsiooni�opetuse� nn� s
llogistika� Matemaatiline
loogika on loogika haru� milles loogikaprobleemide k�sitlemiseks kasutatakse
matemaatilisi meetodeid�

Matemaatilise loogika eelk�ijaks on ��� sajandi saksa �losoof ja mate�
maatik G� W� Leibniz� kes esitas ideed luua 
htne matemaatikal baseeruv
teaduskeel �lingua universalis� ja loogiline m�rgis
steem �calculus ratiocia�

tor�� Iseseisva haruna hakkas matemaatiline loogika arenema alles ��� sajan�
dil� G� Boole ja A� De Morgan avaldasid sajandi keskel esimesed Aristotelese
loogika matemaatilised k�sitlused� millest arenes l�opuks v�lja lausearvutus�
G� Frege ja C� Peirce�i t��d� kus kasutati predikaate� indiviidmuutujaid ja
kvantoreid� said predikaatarvutuse aluseks�

K�esolev kursus kujutab endast sissejuhatust matemaatilisse loogikasse
ja temaga seotud valdkondadesse� Esimeses peat
kis k�sitleme matemaatili�
se loogika lihtsaimat osa� lausearvutust� mis uurib� kuidas lihtlausetest tea�
tud seoste abil moodustada liitlauseid� Teises peat
kis on vaatluse all pre�
dikaatarvutus� kus toome lausearvutuse t�iendusena lisaks sisse predikaadid
ja kvantorid� Kolmas peat
kk k�sitleb aksiomaatilisi teooriaid ehk k
simust�
mida t�hendab t�oestada teoreem aksioomidest l�htudes� Neljanda peat
ki
sisuks on sissejuhtatus algoritmiteooriasse� peamiselt vaatleme seal 
hte algo�
ritmi m�oiste formalisatsiooni 	 Turingi masinat�
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�� Lausearvutus

���� Lausearvutuse p�ohim�oisted

Lausearvutuse p�ohiprobleem on v�lja selgitada� kuidas liitlause t�oev��rtus
s�oltub tema komponentideks olevate lihtlausete t�oev��rtustest�

Liitlaused moodustatakse lihtlausetest teatud grammatiliste seoste abil�
nagu ja� v�oi jt� N�iteks v�oivad lihtlaused olla

A � �Tallinn on Eesti pealinn�

B � �Tuvi on r�ndlind�

Nendest lihtlausetest saab moodustada liitlaused

A�B � �Tallinn on Eesti pealinn ja tuvi on r�ndlind�

A�B � �Tallinn on Eesti pealinn v�oi tuvi on r�ndlind�

Meie 
ldiste arusaamade kohaselt on lause A t�oene ning lause B v��r� Lause
A�B on v��r� sest juba B on v��r� lause A�B on t�oene� sest A on t�oene�

K�oigi lausete kohta eeldatakse j�rgmist�

�� V�listatud kolmanda seadus� Iga lause on kas t�oene v�oi v��r�

� Mittevastur��kivuse seadus� �kski lause pole korraga t�oene ja v��r�

Esimene tingimus t�hendab seda� et k�sitletavate lausetena tulevad k�one al�
la vaid sellised laused� mis midagi v�idavad� K�orvale j��vad muuhulgas k�oik
k
si� ja h

dlaused� samuti laused� mille t�oev��rtus on teadmata� Teine tin�
gimus v�listab n�iteks paradokse v�ljendavad laused� mille t�oev��rtust ei saa

heselt m��rata�

Lihtlausete t�histamiseks kasutame suuri ladina t�hti A� B� C� � � � � vaja�
duse korral koos indeksitega� Neid nimetame lausemuutujateks� Lausearvu�
tuses ei huvita meid� milliseid konkreetseid lauseid lausemuutujad t�histavad
ega ka mitte� kuidas leida lausemuutujate t�oev��rtusi� Lausearvutus tegeleb
sellega� kuidas leida keerulisema lause t�oev��rtust� kui lihtsamate lausete
t�oev��rtused on teada� Seda� kuidas lihtsamatest lausetest moodustada kee�
rulisemaid� n�itab lausearvutuse valemi de�nitsioon�

Definitsioon �� �Lausearvutuse s
ntaks��
�� Iga lausemuutuja on lausearvutuse valem�

� Kui F on lausearvutuse valem� siis ka �F on lausearvutuse valem�
�� Kui F ja G on lausearvutuse valemid� siis ka �F �G�� �F �G�� �F �G��

�F �G� on lausearvutuse valemid�
�� Rohkem lausearvutuse valemeid ei ole�






Valemit kujul �F nimetatakse valemi F eituseks� Valemit kujul F �G
nimetatakse valemite F ja G konjunktsiooniks� valemit kujul F �G disjunkt�

siooniks� valemit kujul F �G implikatsiooniks ning valemit kujul F �G va�
lemite F ja G ekvivalentsiks�

N�iteks lausemuutujatest A� B� C� D saab de�nitsioonis � toodud induk�
tiivset protsessi j�rgides koostada lausearvutuse valemi

���A�B����A�C�����D�A��

Esitatud de�nitsioon ei 
tle midagi valemite �sisu� v�oi �t�henduse� kohta�
K�esoleval hetkel on valemid lihtsalt s
mbolite j�rjendid� s
ntaktilised ob�
jektid� mis on koostatud etteantud reegleid arvestades algmaterjalist 	 lau�
semuutujatest� tehtem�rkidest ja sulgudest� See� millist �sisu� valemid kan�
navad� tuleb �kseerida eraldi�

Lause t�oele vastavuse m��ra nimetatakse lause t�oev��rtuseks� Edaspidi�
ses t�histame t�oev��rtust �t�oene� t�hega t ning t�oev��rtust �v��r� t�hega v�
V��rtustuseks nimetatakse lausemuutujatele omistatud t�oev��rtuste komp�
lekti� Kui on teada valemis k�oigi lausemuutujate t�oev��rtused� siis saame
arvutada kogu valemi t�oev��rtuse�

Definitsioon �� �Lausearvutuse semantika��
�� Valem �F on t�oene parajasti siis� kui valem F on v��r�

� Valem �F �G� on t�oene parajasti siis� kui valem F on t�oene ja valem G

on t�oene�
�� Valem �F �G� on t�oene parajasti siis� kui valem F on t�oene v�oi valem G

on t�oene�
�� Valem �F �G� on t�oene parajasti siis� kui valem G on t�oene v�oi valem F

on v��r�
�� Valem �F �G� on t�oene parajasti siis� kui valemid F ja G on m�olemad

t�oesed v�oi kui nad on m�olemad v��rad�
Arvutame de�nitsiooni 
 abil n�iteks valemi

���A�B����A�C�����D�A��

t�oev��rtuse v��rtustusel A � v� B � t� C � v� D � t� Punkti � p�ohjal
�D � v� punkti � p�ohjal ��D�A� � v� punkti � p�ohjal �A�B� � t ja punkti
� p�ohjal �A�C� � t� Edasi� punkti � p�ohjal ��A�C� � v� punkti 
 p�ohjal
��A�B����A�C�� � v ja l�opuks punkti � p�ohjal ���A�B����A�C���
��D�A�� � v� Kogu valem antud v��rtustusel on j�relikult v��r�

Tehe � formaliseerib eestikeelset sides�ona �ja�� N�iteks kui

A � �Tallinn on Eesti pealinn�

B � �Kuldnokk on r�ndlind�
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siis lause A�B on t�oene� sest m�olemad komponentlaused on t�oesed�
Tehtele � vastab eesti keeles sides�ona �v�oi�� Kui n�iteks

A � �Tartu on Eesti pealinn�

B � �Kuldnokk on r�ndlind�

siis lause A�B on t�oene� sest v�hemalt 
ks komponentlause on t�oene�
Tehe � on m�oeldud formaliseerima loogilist j�reldumist stiilis �kui � � � �

siis � � � �� N�iteks lausete

A � �Arv x on positiivne�

B � �Arvu x ruut on positiivne�

korral on lause A�B t�oene� kui x � �� Tuleb aga t�hele panna� et lause
A�B loetakse t�oeseks ka siis� kui lause A on v��r� Meil pole mingit p�ohjust
lugeda j�reldust �kui arv x on positiivne� siis arvu x ruut on positiivne�
v��raks juhtudel� kui vaadeldav arv on negatiivne v�oi null�

Tehte � grammatiliseks vasteks on seos �parajasti siis�� N�iteks kui

A � �Arv x on positiivne�

B � �Arvu x kuup on positiivne�

siis lause A�B on t�oene igal x v��rtusel�
Valemite kirjapanemise lihtsustamiseks lepitakse kokku tehete j�rjekord�

k�orgema prioriteediga tehted tuleb teha enne� madalama prioriteediga tehted
p�rast� Tehete j�rjekord prioriteedi kahanemise j�rjekorras on

� � � � �

Niiviisi saab valemites loobuda liigsetest sulgudest� N�iteks valem

���A�B����A�C�����D�A��

on sama mis valem

�A�B����A�C���D�A

Edaspidi j��megi lihtsama kuju juurde�
Kui lausearvutuse valemi muutujate arv on n� siis on nende v��rtusta�

miseks kokku �n erinevat v�oimalust� sest iga muutuja v�oib omandada teistest
s�oltumatult kas v��rtuse t v�oi v��rtuse v� Tihtipeale tuleb meil leida valemi
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t�oev��rtus k�oigil v��rtustustel� Otstarbekas on arvutused erinevatel v��r�
tustustel koondada t�oev��rtustabelisse� �laltoodud nelja muutujaga valemi
t�oev��rtustabel n�eb v�lja selline�

A B C D �A�B����A�C���D�A

t t t t t v v t v v t

t t t v t v v t v t t

t t v t t t t v t v t

t t v v t t t v t t t

t v t t v v v t v v t

t v t v v v v t v t t

t v v t v v t v v v t

t v v v v v t v v t t

v t t t v v v t v v t

v t t v v v v t t t v

v t v t v v v t v v t

v t v v v v v t t t v

v v t t v v v t v v t

v v t v v v v t t t v

v v v t v v v t v v t

v v v v v v v t t t v

���� Spetsiaalsed valemiklassid

K�oigi valemite hulgast pakuvad meile huvi need� millel on teatavad iseloo�
mulikud omadused� Lausearvutuse valemite puhul on need omadused seotud
valemi t�oesuse v�oi v��rusega erinevatel v��rtustustel�

Definitsioon �� Valemit F nimetatakse kehtestatavaks� kui ta on t�oene
v�hemalt 
hel v��rtustusel�

Definitsioon �� ValemitF nimetatakse samaselt t�oeseks� kui ta on t�oene
igal v��rtustusel�

Definitsioon �� Valemit F nimetatakse samaselt v��raks� kui ta on v��r
igal v��rtustusel�

Samaselt t�oesed valemid v�ljendavad seega 
ldkehtivaid loogikaseadusi�
sest nende t�oev��rtus on alati t�oene ja ei s�oltu 
ldse lausemuutujate t�oev��r�
tustest� Asendades samaselt t�oeses valemis lausemuutujad mingite konkreet�
sete lausetega ja tehtem�rgid vastavate grammatiliste seostega� saame lause�
mis on igal juhul t�oene� Selles suhtes kujutavad samaselt t�oesed valemid n��
skeeme 
ldkehtivate v�idete konstrueerimiseks�

Seda� kas mingi valem on kehtestatav� samaselt t�oene v�oi samaselt v��r�
saab kindlaks teha t�oev��rtustabeli abil� Kehtestatava valemi puhul peab

�



tabelis leiduma rida� milles valemi t�oev��rtuseks on t� Samaselt t�oese valemi
puhul peab valemi t�oev��rtus olema t tabeli k�oikides ridades� Samaselt v��ra
valemi tabeli k�oikides ridades on t�oev��rtus v�

Vaatleme n�iteks valemit

�A��A�B�

Selle valemi t�oev��rtustabel on

A B �A��A�B�
t t v t t

t v v t v

v t t t t

v v t t t

Kuna valemi t�oev��rtus igal v��rtustusel on t� siis on see valem samaselt
t�oene� Toodud valem v�ljendab sisuliselt 
ht osa implikatsiooni t�oev��rtuse
de�nitsioonist� kui lause A on v��r� siis implikatsioon A�B on t�oene s�oltu�
mata sellest� kas B on t�oene v�oi v��r�

Sissetoodud kolme valemiklassi seovad j�rgmised omadused�
Omadus �� Valem F on samaselt t�oene parajasti siis� kui valem �F on

samaselt v��r�
T�oestus� Oletame� et valem F on samaselt t�oene� Valime suvalise v��r�

tustuse �� Kuna valem F on vastavalt de�nitsioonile t�oene igal v��rtustusel�
siis on ta t�oene ka v��rtustusel �� Siis aga valem �F on v��rtustusel � v��r�
Kuna v��rtustus � oli suvaline� siis v�oime seda arutlust korrata ka k�oigi teis�
te v��rtustuste j�uhul� J�relikult valem �F on v��r igal v��rtustusel ehk
de�nitsiooni p�ohjal samaselt v��r�

Vastupidi� oletame� et valem �F on samaselt v��r� Valides suvaliselt v��r�
tustuse �� n�eme analoogiliselt eelnevaga� et valem F on sellel v��rtustusel
t�oene� Kuna v��rtustus � oli suvaline� siis on valem F t�oene igal v��rtustusel
ehk samaselt t�oene� �

Omadus �� Valem F on kehtestatav parajasti siis� kui valem �F ei ole
samaselt t�oene�

T�oestus� Oletame� et valem F on kehtestatav� De�nitsiooni p�ohjal t��
hendab see seda� et leidub v��rtustus �� mille korral valem F on t�oene� Sellel
v��rtustusel on aga valem �F v��r� mist�ottu ta ei saa olla samaselt t�oene�

Vastupidi� oletame� et valem �F ei ole samaselt t�oene� Siis peab leiduma
v��rtustus �� mille korral valem �F on v��r� Sellel v��rtustusel on aga valem
F t�oene� De�nitsiooni p�ohjal on siis valem F kehtestatav� �

�leminekut valemilt F valemile �F v�oib visualiseerida j�rgmise diagram�
miga�
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samaselt

v��rad

valemid

samaselt

t�oesed

valemid

kehtestatavad�

kuid mitte samaselt

t�oesed valemid

Eituse rakendamine t�hendab peegeldamist vertikaalse sirge suhtes� Sama�
selt t�oene valem teiseneb samaselt v��raks valemiks� kehtestatav� kuid mitte
samaselt t�oene valem teiseneb j�lle sedasama t

pi valemiks�

���� Samav��rsed valemid

Vaatleme valemeid A�B ja B�A� Kuigi nende kahe valemi kirjapilt on
erinev� t�hendavad nad sisuliselt 
hte ja sedasama� Valemite semantilise 
h�
telangevuse v�ljendamiseks toome sisse j�rgmise m�oiste�

Definitsioon �� Valemeid F ja G nimetatakse samav��rseteks� kui nende
t�oev��rtused langevad kokku k�oigi neis valemites esinevate muutujate igal
v��rtustusel�

Veendume n�iteks� et valemid ��A��B�C���C �A�B� ja �A�B�
on samav��rsed� Selleks koostame t�oev��rtustabeli

A B C ��A��B�C���C �A�B� A�B

t t t v v v t t t t t

t t v v v v t t t t t

t v t v v t t t t t t

t v v v v t t t t t t

v t t t v v t t t t t

v t v t v v t t t t t

v v t t t t t v v v v

v v v t t t v v t v v

Kuna m�olema valemi v��rtuste veerud on v�ordsed� siis langevad nende va�
lemite t�oev��rtused igal v��rtustusel kokku� N�eme� et samav��rsed v�oivad
olla ka valemid� mis ei koosne samadest muutujatest�
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Asjaolu� et valemid F ja G on samav��rsed� m�rgitakse t�hisega F � G�
S
mbol � t�histab siin seost kahe valemi vahel� ta ei ole uus lausearvutuse
tehtem�rk�

Formuleerime n

d rea lausearvutuse p�ohisamav��rsusi� mida k�oige sa�
gedamini vaja l�heb�

�� Idempotentsuse seadused

F �F � F

F �F � F


� Kommutatiivsuse seadused

F �G � G �F

F �G � G �F

�� Assotsiatiivsuse seadused

�F �G��H � F ��G �H�

�F �G��H � F ��G �H�

�� Distributiivsuse seadused

F ��G �H� � F �G �F �H

F �G �H � �F �G���F �H�

�� Neelamisseadused

F ��F �G� � F

F �F �G � F

�� De Morgani seadused

��F �G� � �F ��G

��F �G� � �F ��G

�� Kahekordse eituse seadus

��F � F
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�� Samaselt t�oese valemi v�ljaj�tureeglid

F �G � G� kui F on samaselt t�oene

F �G � F � kui F on samaselt t�oene

�� Samaselt v��ra valemi v�ljaj�tureeglid

F �G � F � kui F on samaselt v��r

F �G � G� kui F on samaselt v��r

��� Implikatsiooni avaldis konjuktsiooni ja disjunktsiooni kaudu

F �G � ��F ��G�

F �G � �F �G

��� Konjuktsiooni ja disjunktsiooni avaldis implikatsiooni kaudu

F �G � ��F ��G�

F �G � �F �G

�
� Ekvivalentsi avaldis teiste tehete kaudu

F �G � F �G ��F ��G

F �G � �F �G����F ��G�

K�oiki neid samav��rsusi saab t�oestada t�oev��rtustabeli abil samuti� nagu
me tegime eelnevas n�ites� Samav��rsusi kasutatakse valemite teisendamisel�
et viia etteantud valem mingile sobivale kujule�

Assotsiatiivsuse seadustest j�reldub muuhulgas� et enam kui kahe liik�
me konjunktsioonis v�oi disjunktsioonis v�oib sulge vabalt 
mber paigutada�
N�iteks valemid �A�B���C �D� ja ��A�B��C��D on samav��rsed�
Edaspidi j�tame niisuguses olukorras sulud 
ldse �ra� toodud valemite ase�
mel kirjutame lihtsalt A�B�C �D�

Teoreem �� �Substitutsiooniteoreem�� Olgu F ja G samav��rsed valemid
ning H valem� mis sisaldab valemit F osavalemina� Kui valemis H asendada
osavalemi F 
ks esinemine valemiga G� siis tekkinud valemH� on samav��rne
valemiga H�

T�oestus� Teoreemi t�oestame induktsiooniga valemi struktuuri j�rgi�
Induktsiooni baas� Kui H on lausemuutuja� milles valem F esineb osa�

valemina� siis H � F � J�relikult H� � G� N�eme� et valemid H ja H� on
samav��rsed�
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Induktsiooni samm� Oletame� et H ei ole lausemuutuja� Juhul� kui osa�
valem F langeb 
hte valemiga H� siis veendume samuti nagu induktsiooni
baasis� et valemid H ja H� on samav��rsed� Oletame n

d� et osavalem F

erineb valemist H�
Juht �� Olgu valem H kujul �H�� Siis on valem F valemiH� osavalemiks�

Induktsiooni eelduse p�ohjal on valem H� samav��rne valemiga H�

�
� kus osa�

valem F on asendatud valemiga G� J�relikultH� on kujul �H�

�
� Kuna valemid

H� ja H
�

�
on samav��rsed� siis on samav��rsed ka nende eitused ehk valemid

H � �H� ja H
� � �H�

�
�

Juht �� Olgu valem H on kujul H��H�� Osavalem F esineb siis kas
valemis H� v�oi valemis H�� Eeldame� et ta esineb valemis H� �teine juht
on analoogiline�� Induktsiooni eelduse p�ohjal on valem H� samav��rne va�
lemiga H�

�
� milles osavalem F on asendatud valemiga G� J�relikult H� on

kujul H�

��H�� Kuna valemid H� ja H�

�
on samav��rsed� siis on samav��r�

sed ka nende konjunktsioonid valemiga H� ehk siis valemid H � H��H� ja
H

� � H
�

��H��
Juht �� Kui valem H on kujul H� �H�� kujul H��H� v�oi kujul H��H��

siis on t�oestus analoogiline� �

Substitutsiooniteoreemi p�ohjal v�oib valemite teisendamisel asendada osa�
valemeid samav��rsete valemitega� tulemusena saadud valem j��b esialgse
valemiga samav��rseks� T�oestame p�ohisamav��rsustele tuginedes� et valem
�A��B �C����C ��A� on samav��rne valemiga �A�B �C�

�A��B �C����C ��A�
� ��A�B��C����C ��A� �assotsiatiivsus�
� �C ��A�B����C ��A� �kommutatiivsus�
� C ��A�B���A �distributiivsus�
� C ��A��A�B� �kommutatiivsus�
� C ���A�A��A�B� �distributiivsus�
� C ��A�B �samaselt v��r valem�
� �A�B �C �kommutatiivsus�

���� Normaalkujud

Lausemuutujat v�oi tema eitust nimetame literaaliks� N�iteks A� B� C� D�
�A� �B� �C� �D on literaalid�

Elementaarkonjunktsioon on valem kujul

L��L�� � � ��Ln�

kus L�� L�� � � � � Ln on literaalid� mille hulgas iga lausemuutuja esineb 
limalt

��




ks kord� Analoogiliselt� elementaardisjunktsioon on valem kujul

L� �L� � � � ��Ln�

kus L�� L�� � � � � Ln on literaalid� mille hulgas iga lausemuutuja esineb 
limalt

ks kord�

T�ielik elementaarkonjunktsioon on valem kujul

L��L�� � � ��Ln�

kus L�� L�� � � � � Ln on literaalid� mille hulgas iga lausemuutuja esineb t�pselt

ks kord� Analoogiliselt� t�ielik elementaardisjunktsioon on valem kujul

L� �L� � � � ��Ln�

kus L�� L�� � � � � Ln on literaalid� mille hulgas iga lausemuutuja esineb t�pselt

ks kord�

M��ratlustes mainitud lausemuutujad eeldame kuuluvat mingisse �ksee�
ritud hulka� milleks tavaliselt on valemi k�oigi muutujate hulk� N�iteks muu�
tujatest A� B� C� D v�oib moodustada j�rgmised elementaarkonjunktsioonid

A�B�C� �B�C �D� C ��A

ning j�rgmised t�ielikud elementaarkonjunktsioonid

A�B�C �D� A��B��C �D� �A�B��C ��D�

Elementaarkonjunktsiooni �elementaardisjunktsiooni� m�oiste h�olmab endas
t�ieliku elementaarkonjunktsiooni �t�ieliku elementaardisjunktsiooni� m�ois�
te�

Definitsioon 	� �tleme� et valem F on disjunktiivsel normaalkujul� kui
ta on esitatud elementaarkonjunktsioonide disjunktsioonina� st� kujul

F � F� �F� � � � ��Fm�

kus F�� F�� � � � � Fm on mittesamav��rsed elementaarkonjunktsioonid� Ana�
loogiliselt� valem F on konjunktiivsel normaalkujul� kui ta on esitatud ele�
mentaardisjunktsioonide konjunktsioonina� st� kujul

F � F��F�� � � ��Fm�

kus F�� F�� � � � � Fm on mittesamav��rsed elementaardisjunktsioonid�
Definitsioon 
� �tleme� et valem F on t�ielikul disjunktiivsel normaal�

kujul� kui ta on esitatud t�ielike elementaarkonjunktsioonide disjunktsiooni�
na� st� kujul

F � F� �F� � � � ��Fm�

��



kus F�� F�� � � � � Fm on mittesamav��rsed t�ielikud elementaarkonjunktsioo�
nid� Analoogiliselt� valem F on t�ielikul konjunktiivsel normaalkujul� kui ta
on esitatud t�ielike elementaardisjunktsioonide konjunktsioonina� st� kujul

F � F��F�� � � ��Fm�

kus F�� F�� � � � � Fm on mittesamav��rsed t�ielikud elementaardisjunktsioo�
nid�

N�iteks 
ks valemi A�B disjunktiivsetest normaalkujudest on

�A�A��B�

sama valemi t�ielik disjunktiivne normaalkuju aga

A�B ��A�B ��A��B�

Valemi ��B�A� 
ks konjunktiivsetest normaalkujudest on

B���A��B��

sama valemi t�ielik konjunktiivne normaalkuju aga

��A��B����A�B���A�B��

J�rgmine teoreem n�itab� et peale triviaalsete erijuhtude saab iga valemi
teisendada t�ielikule disjunktiivsele ja t�ielikule konjunktiivsele normaalku�
jule�

Teoreem �� Kui valem F ei ole samaselt v��r� siis leidub temaga sa�
mav��rne valem t�ielikul disjunktiivsel normaalkujul� Kui valem F ei ole
samaselt t�oene� siis leidub temaga samav��rne valem t�ielikul konjunktiivsel
normaalkujul�

T�oestus� a� Oletame� et valem F ei ole samaselt t�oene ega samaselt v��r�
T�oestame teoreemi induktsiooniga valemi struktuuri j�rgi�

Induktsiooni baas� Kui F on lausemuutuja� siis ta juba on t�ielikul dis�
junktiivsel normaalkujul ja t�ielikul konjunktiivsel normaalkujul�

Induktsiooni samm� Vaatleme eraldi juhte valemi ehituse j�rgi�
Juht �� Olgu valem F kujul �F�� Induktsiooni eelduse p�ohjal leiduvad

valemiga F� samav��rsed valemid F �

�
t�ielikul disjunktiivsel normaalkujul ja

F ��

�
t�ielikul konjunktiivsel normaalkujul� Olgu valemF �

�
avaldatud literaalide

kaudu kujul

F �

�
� L��� � � ��L�n � � � ��Lm�� � � ��Lmn�

�




Leides m�olemast poolest eituse� saame algse valemiga F samav��rse valemi�
De Morgani seaduste ja kahekordse eituse seaduse p�ohjal

F � ��L��� � � ��L�n � � � ��Lm�� � � ��Lmn�

� ��L��� � � ��L�n�� � � ����Lm�� � � ��Lmn�

� ��L�� � � � ���L�n�� � � ����Lm� � � � ���Lmn�

� �L�� � � � ��L�n�� � � ���Lm� � � � ��Lmn�

kus

Lij �

�
A�B�C� � � � � kui Lij � �A��B��C� � � �

�A��B��C� � � � � kui Lij � A�B�C� � � �

Niimoodi saime valemiga F samav��rse valemi t�ielikul konjunktiivsel nor�
maalkujul� T�pselt samamoodi tuletatakse valemist F ��

�
l�htudes valemiga F

samav��rne valem t�ielikul disjunktiivsel normaalkujul�
Juht �� Olgu valem F kujul F��F�� Induktsiooni eelduse p�ohjal leiduvad

valemiga F� samav��rne valem F �

�
ja valemiga F� samav��rne valem F �

�
� mis

m�olemad on t�ielikul disjunktiivsel normaalkujul� Olgu valemid F �

�
ja F �

�

esitatud t�ielike elementaarkonjunktsioonide disjunktsioonina

F �

�
� F �

��
� � � ��F �

�m�

F �

�
� F �

��
� � � ��F �

�m�

Siis valem F
�

��F
�

�
on samav��rne valemiga F ja distributiivsuse seaduse

p�ohjal

F � �F �

��
� � � ��F �

�m�
���F

�

��
� � � ��F �

�m�
�

� �F �

���F
�

��
�� � � ���F �

���F
�

�m�
�� � � ��

�F �

�m�
�F

�

��
�� � � ���F �

�m�
�F

�

�m�
�

Sulgudes olevad liikmed kujutavad endast literaalide konjunktsioone� Seal�
hulgas on igas sulus esindatud k�oik valemi F muutujad� sest liikmed F �

�j on
t�ielikud elementaarkonjunktsioonid valemi F �

�
muutujatest ja liikmed F �

�j

on t�ielikud elementaarkonjunktsioonid valemi F �

�
muutujatest� Valemi F

t�ieliku disjunktiivse normaalkuju saamiseks tuleb igas sulus kaotada kahe�
kordselt esinevad literaalid �idempotentsuse seadus�� j�tta disjunktsioonist
�ra samaselt v��rad elementaarkonjunktsioonid �samaselt v��ra valemi v�l�
jaj�tureegel� ja allesj��nud elementaarkonjunktsioonidest j�tta alles iga
hest
ainult 
ks eksemplar� Niisuguste operatsioonide teel j�ouame l�opuks valemi F
t�ieliku disjunktiivse normaakujuni�

Et saada valemi F t�ielik konjunktiivne normaalkuju� l�htume valemite�
ga F� ja F� samav��rsetest t�ielikul konjunktiivsel normaalkujul olevatest

��



valemitest F ��

�
ja F ��

�
� Olgu need esitatud t�ielike elementaardisjunktsioonide

konjunktsioonidena

F ��

�
� F ��

��� � � ��F
��

�m�

F ��

�
� F ��

��� � � ��F
��

�m�

Siis valem F ��

� �F
��

�
on samav��rne valemiga F ehk

F � F ��

��� � � ��F
��

�m�
�F

��

��� � � ��F
��

�m�

Selle valemi teisendamiseks t�ielikule disjunktiivsele normaalkujule tuleb te�
ha veel j�rgmised operatsioonid� Iga liikme Fij� kus kogu valemi F muutujate
loendist puudub mingi muutuja� n�iteks A� asendame kahe liikme konjunkt�
siooniga �Fij �A���Fij ��A�� Need kaks liiget on kokkuv�ottes samav��r�
sed esialgse 
he liikmega� nagu see n�htub distributiivsusest ja samaselt
v��ra liikme v�ljaj�tureeglist� Niisugust protsessi kordame senikaua� kuni
k�oigis liikmetes on t�iskomplekt muutujaid� st� k�oik liikmed on t�ielikud ele�
mentaardisjunktsioonid� Seej�rel j�tame korduvad elementaardisjunktsioonid
konjunktsioonist v�lja�

Juht �� Olgu valem F kujul F� �F�� Kahekordse eituse ja De Morgani
seaduse abil teisendame selle valemi kujule ���F���F�� ning rakendame
juhte � ja 
�

Juht 	� Olgu valem F kujul F��F�� Teisendame valemi kujule �F� �F�

ning rakendame juhte � ja ��
Juht 
� Olgu valem F kujul F��F�� Teisendame valemi kujule F��F� �

�F���F� ning rakendame juhte �� 
 ja ��
b� Kui F on samaselt t�oene� siis olgu A�� � � � � An k�oik lausemuutujad�

mis selles valemis esinevad� Valemi F t�ielik disjunktiivne normaalkuju on
sel juhul

F � A�� � � ��An �

A�� � � ���An �

� � �

�A�� � � ��An �

�A�� � � ���An

Kui aga F on samaselt t�oene� siis tema t�ielik disjunktiivne normaalkuju
on

F � �A� � � � ��An��

�A� � � � ���An��

��



� � �

��A� � � � ��An��

��A� � � � ���An�

�

Toodud t�oestuses on ilmutamata kujul kirjas algoritm� kuidas valemit tei�
sendada disjunktiivsele ja konjunktiivsele normaalkujule� Formuleerime selle
algoritmi n

d selgemalt� Valemi teisendamisel tuleb j�lgida� et sulgude �ra�
j�tmisega seoses samav��rsus rikutud ei saaks�

Olgu antud valem F � Vaja on leida tema disjunktiivne �konjunktiivne�
normaalkuju�

�� Elimineerida implikatsioonid ja ekvivalentsid�

G �H � �G �H

G �H � G �H��G ��H


� Asendada

��G � G

��G �H� � �G ��H

��G �H� � �G ��H

kuni selliseid osavalemeid enam ei leidu�
�� Asendada

DNK leidmisel KNK leidmisel

F ��G �H�� F �G �F �H F �G �H � �F �G���F �H�
�F �G��H � F �H�G �H F �G �H � �F �H���G �H�

�� Korrastada liikmed�

a� j�tta �ra samaselt v��rad �samaselt t�oesed� elementaarkonjunkt�
sioonid ��disjunktsioonid��

b� igas elementaarkonjunktsioonis ��disjunktsioonis� j�tta �ra kordu�
vad literaalid�

c� j�tta �ra korduvad elementaarkonjunktsioonid ��disjunktsioonid�

�� Kui eesm�rgiks on leida t�ielik disjunktiivne �konjunktiivne� normaal�
kuju� siis lisada igasse elementaarkonjunktsiooni ��disjunktsiooni� iga
puuduva muutuja A kohta liige A��A �liige A��A� ning korrata
samme � ja ��

��



Leiame n�iteks valemi �B�A��C ��B t�ieliku disjunktiivse ja t�ie�
liku konjunktiivse normaalkuju�

T�ielik disjunktiivne normaalkuju�

�B�A��C ��B � �B��A��C ��B����B ���A��C ��B�

� �B ���A��C ��B����B ����A��C ��B�

� �B ���A��C ��B��B���A����C ��B�

� �B ���A��C ��B��B�A����C ���B�

� �B ���A��C ��B��B�A��C �B�

� �B ��A��B��C ��B �B�A�C �B�A�B

� �A��B ��B��C �A�B�C �A�B

� �A��B��C ��C���A��A���B��C �

A�B�C �A�B��C ��C�

� �A��B�C ��A��B��C �A��B��C �

�A��B��C �A�B�C �A�B�C �A�B��C

� �A��B�C ��A��B��C �A��B��C �

A�B�C �A�B��C

T�ielik konjunktiivne normaalkuju�

�B�A��C ��B � �B��A��C ��B����B ���A��C ��B�

� �B ���A��C ��B����B ����A��C ��B�

� �B ���A��C ��B��B���A����C ��B�

� �B ���A��C ��B��B�A����C ���B�

� �B ���A��C ��B��B�A��C �B�

� �B ���A��C����A��B��B�A��C �B�

� ��B �B����B �A����B �C �B��

��A��C �B����A��C �A����A��C �C �B��

��A��B �B����A��B �A����A��B �C �B�

� �A��B����A�B ��C�

� �A��B �C ��C����A�B ��C�

� �A��B �C���A��B ��C����A�B ��C�

Valemi t�ielikku disjunktiivset ja t�ielikku konjunktiivset normaalkuju
v�oib leida ka valemi t�oev��rtustabelist� Et saada t�ielikku disjunktiivset
normaalkuju� tuleb v�otta tabeli need read� kus valemi t�oev��rtus on t ja
moodustada iga sellise rea kohta 
ks elementaarkonjunktsioon� Kui muutuja

��



t�oev��rtus sellele reale vastavas v��rtustuses on t� siis lisatakse konjunkt�
siooni literaalina see muutuja� kui t�oev��rtus on v siis lisatakse tema eitus�
T�ieliku konjunktiivse normaalkuju puhul tuleb omavahel vahetada t�oev��r�
tuste t ja v ning disjunktsiooni ja konjunktsiooni rollid�

N�iteks valemi �B�A��C ��B t�oev��rtustabel on

A B C �B�A��C ��B
t t t v t v v v v

t t v v t v t v v

t v t t v v v v t

t v v t t t t t t

v t t v v t v v v

v t v v v t t v v

v v t t t t v v t

v v v t t t t t t

Siit leiame valemi F t�ieliku disjunktiivse normaalkuju

F � A�B�C �A�B��C �A��B ��C �

�A��B�C ��A��B��C

ning t�ieliku konjunktiivse normaalkuju

F � ��A�B ��C���A��B ��C���A��B �C�

Toodud kahest v�ottest normaalkujude leidmiseks ei saa kumbagi 
heselt
eelistada� M�onikord koostatakse n�iteks valemi t�oev��rtustabel disjunktiiv�
sest v�oi konjunktiivsest normaalkujust l�htudes�

��


