Matemaatilise loogika elemendid

Reimo Palm
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Sissejuhatus

Loogika laias tdhenduses on teadus Gigest motlemisest. Tema alusepanijaks
loetakse antiikkreeka teaduse suurkuju Aristotelest (384-322 e.m.a.), kes
arendas véilja pohjaliku deduktsiooniopetuse, nn. siillogistika. Matemaatiline
loogika on loogika haru, milles loogikaprobleemide késitlemiseks kasutatakse
matemaatilisi meetodeid.

Matemaatilise loogika eelkiijaks on 17. sajandi saksa filosoof ja mate-
maatik G. W. Leibniz, kes esitas ideed luua iihtne matemaatikal baseeruv
teaduskeel (lingua universalis) ja loogiline mirgisiisteem (calculus ratiocia-
tor). Iseseisva haruna hakkas matemaatiline loogika arenema alles 19. sajan-
dil: G. Boole ja A. De Morgan avaldasid sajandi keskel esimesed Aristotelese
loogika matemaatilised késitlused, millest arenes 16puks vélja lausearvutus,
G. Frege ja C. Peirce’i t66d, kus kasutati predikaate, indiviidmuutujaid ja
kvantoreid, said predikaatarvutuse aluseks.

Kaéesolev kursus kujutab endast sissejuhatust matemaatilisse loogikasse
ja temaga seotud valdkondadesse. Esimeses peatiikis késitleme matemaatili-
se loogika lihtsaimat osa, lausearvutust, mis uurib, kuidas lihtlausetest tea-
tud seoste abil moodustada liitlauseid. Teises peatiikis on vaatluse all pre-
dikaatarvutus, kus toome lausearvutuse tidiendusena lisaks sisse predikaadid
ja kvantorid. Kolmas peatiikk késitleb aksiomaatilisi teooriaid ehk kiisimust:
mida tdhendab toestada teoreem aksioomidest ldhtudes. Neljanda peatiiki
sisuks on sissejuhtatus algoritmiteooriasse, peamiselt vaatleme seal iihte algo-
ritmi maoiste formalisatsiooni — Turingi masinat.



1. Lausearvutus

1.1. Lausearvutuse pohimoisted

Lausearvutuse pohiprobleem on vilja selgitada, kuidas liitlause toevairtus
soltub tema komponentideks olevate lihtlausete toeviartustest.

Liitlaused moodustatakse lihtlausetest teatud grammatiliste seoste abil,
nagu ja, voi jt. Néiteks voivad lihtlaused olla

A = ,Tallinn on Eesti pealinn®

B = ,Tuvi on randlind“
Nendest lihtlausetest saab moodustada liitlaused

A & B = ,Tallinn on Eesti pealinn ja tuvi on réndlind“

AV B = ,Tallinn on Eesti pealinn vo6i tuvi on randlind*

Meie iildiste arusaamade kohaselt on lause A tdene ning lause B vaér. Lause
A & B on védr, sest juba B on viir, lause AV B on toene, sest A on toene.
Kdigi lausete kohta eeldatakse jargmist.

1. Vilistatud kolmanda seadus. Iga lause on kas toene voi vadr.
2. Mittevasturddikivuse seadus. Ukski lause pole korraga toene ja viir.

Esimene tingimus tdhendab seda, et kasitletavate lausetena tulevad kone al-
la vaid sellised laused, mis midagi viidavad. Korvale jadvad muuhulgas koik
kiisi- ja hiitidlaused, samuti laused, mille tGeviirtus on teadmata. Teine tin-
gimus vilistab néiteks paradokse viljendavad laused, mille toevidrtust ei saa
iiheselt méaérata.

Lihtlausete tahistamiseks kasutame suuri ladina tahti A, B, C, ..., vaja-
duse korral koos indeksitega. Neid nimetame lausemuutujateks. Lausearvu-
tuses ei huvita meid, milliseid konkreetseid lauseid lausemuutujad tdhistavad
ega ka mitte, kuidas leida lausemuutujate toeviértusi. Lausearvutus tegeleb
sellega, kuidas leida keerulisema lause toevaértust, kui lihtsamate lausete
toevaartused on teada. Seda, kuidas lihtsamatest lausetest moodustada kee-
rulisemaid, niitab lausearvutuse valemi definitsioon.

Definitsioon 1. (Lausearvutuse siintaks.)

1. Tga lausemuutuja on lausearvutuse valem.
2. Kui F on lausearvutuse valem, siis ka =F on lausearvutuse valem.

3. Kui F ja G on lausearvutuse valemid, siis ka (F & G), (FVG), (FDQ),
(F ~G) on lausearvutuse valemid.

4. Rohkem lausearvutuse valemeid ei ole.



Valemit kujul —F nimetatakse valemi F eituseks. Valemit kujul F & G
nimetatakse valemite F ja G konjunktsiooniks, valemit kujul FV G disjunkt-
siooniks, valemit kujul F D G implikatsiooniks ning valemit kujul F ~ G va-
lemite F ja G ekvivalentsiks.

Niiteks lausemuutujatest A, B, C', D saab definitsioonis 1 toodud induk-
tiivset protsessi jargides koostada lausearvutuse valemi

(((AVB) &~(ADC))~(=D > A4))

Esitatud definitsioon ei iitle midagi valemite ,,sisu“ voi ,,tdhenduse kohta.
Kéesoleval hetkel on valemid lihtsalt siimbolite jarjendid, siintaktilised ob-
jektid, mis on koostatud etteantud reegleid arvestades algmaterjalist — lau-
semuutujatest, tehtemérkidest ja sulgudest. See, millist ,sisu valemid kan-
navad, tuleb fikseerida eraldi.

Lause toele vastavuse méira nimetatakse lause toevadrtuseks. Edaspidi-
ses tahistame toevadrtust ,,toene” tihega ¢ ning toeviartust ,,vaiar® tihega v.
Vidrtustuseks nimetatakse lausemuutujatele omistatud toevidrtuste komp-
lekti. Kui on teada valemis koigi lausemuutujate toevadrtused, siis saame
arvutada kogu valemi toevaértuse.

Definitsioon 2. (Lausearvutuse semantika.)

1. Valem —F on toene parajasti siis, kui valem F on viar.

2. Valem (F & G) on toene parajasti siis, kui valem F on toene ja valem G
on toene.

3. Valem (FV G) on tdene parajasti siis, kui valem F on tdene voi valem G
on toene.

4. Valem (F D G) on tdene parajasti siis, kui valem G on toene voi valem F
on Vaar.

5. Valem (F ~ G) on tdene parajasti siis, kui valemid F ja G on mdlemad
toesed voi kui nad on molemad véarad.

Arvutame definitsiooni 2 abil néiteks valemi

(((AVB) &~(ADC))~(=D > 4))

toevairtuse viartustusel A = v, B = t, C' = v, D = t. Punkti 1 pohjal
—D = v, punkti 4 pohjal (=D D A) = v, punkti 3 pohjal (A V B) = t ja punkti
4 pohjal (A D C) = t. Edasi, punkti 1 pghjal =(A4 D C) = v, punkti 2 pohjal
((AV B) & —(ADC)) = v jaldpuks punkti 5 pohjal ((AV B)&—~(ADC)) ~
(=D D A)) = v. Kogu valem antud vddrtustusel on jérelikult vér.

Tehe & formaliseerib eestikeelset sidesona ,ja“. Néiteks kui

A = ,Tallinn on Eesti pealinn®
B = ,Kuldnokk on réndlind*



siis lause A & B on toene, sest molemad komponentlaused on toesed.
Tehtele V vastab eesti keeles sidesona ,,voi“. Kui néiteks

A = ,Tartu on Eesti pealinn‘
B = ,Kuldnokk on réndlind“

siis lause AV B on toene, sest vihemalt liks komponentlause on toene.
Tehe D on moeldud formaliseerima loogilist jareldumist stiilis ,kui ...,
siis ...“. Niiteks lausete

A = ,Arv x on positiivne*

B = ,Arvu x ruut on positiivne*

korral on lause A D B toene, kui x = 4. Tuleb aga téhele panna, et lause
A D B loetakse toeseks ka siis, kui lause A on véidr. Meil pole mingit pohjust
lugeda jareldust ,kui arv x on positiivne, siis arvu x ruut on positiivne
viaaraks juhtudel, kui vaadeldav arv on negatiivne voi null.

Tehte ~ grammatiliseks vasteks on seos ,,parajasti siis”. Naiteks kui

A = ,Arv x on positiivne*

B = ,Arvu x kuup on positiivne*

siis lause A ~ B on toene igal x vairtusel.

Valemite kirjapanemise lihtsustamiseks lepitakse kokku tehete jarjekord:
korgema prioriteediga tehted tuleb teha enne, madalama prioriteediga tehted
parast. Tehete jarjekord prioriteedi kahanemise jirjekorras on

- & V D 9~
Niiviisi saab valemites loobuda liigsetest sulgudest. Niiteks valem
((AVB)&—~(ADC))~(-D > A))
on sama mis valem
(AVB)&—-(ADC)~—-DDA
Edaspidi jadmegi lihtsama kuju juurde.
Kui lausearvutuse valemi muutujate arv on n, siis on nende viartusta-

miseks kokku 2" erinevat voimalust, sest iga muutuja voib omandada teistest
soltumatult kas viartuse ¢ voi viartuse v. Tihtipeale tuleb meil leida valemi



toevadartus koigil vidrtustustel. Otstarbekas on arvutused erinevatel véir-
tustustel koondada toevddrtustabelisse. Ulaltoodud nelja muutujaga valemi
toevadrtustabel nédeb vilja selline:

A B C D|(AVB)&—~(ADC)~—-DDA
t t t t t vov ot vouv ot
t t t v t vov ot vit t
t t v t t tt v tv t
t t v w t tt v tt
t v t t v vouv ot vouv t
t v t v v vov ot vit t
t v v t v vt v vouv ot
t v v v v vt v vt t
v t t i v vouv ot vouv t
v t t v v vouv ot tt w
v t v t v vov ot vouv ot
v t v ow v vov ot tt v
v v t t v vov ot vouv ot
v v t v v vouv ot tt w
v v v i v vouv ot vouv t
vovU U v v vov ot tt v

1.2. Spetsiaalsed valemiklassid

Koigi valemite hulgast pakuvad meile huvi need, millel on teatavad iseloo-
mulikud omadused. Lausearvutuse valemite puhul on need omadused seotud
valemi tOesuse vOi vadrusega erinevatel vadrtustustel.

Definitsioon 3. Valemit F nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on téene
vihemalt iihel vadrtustusel.

Definitsioon 4. Valemit F nimetatakse samaselt toeseks, kui ta on toene
igal vaartustusel.

Definitsioon 5. Valemit F nimetatakse samaselt vairaks, kui ta on viar
igal viartustusel.

Samaselt toesed valemid viljendavad seega iildkehtivaid loogikaseadusi,
sest nende toeviartus on alati toene ja ei soltu iildse lausemuutujate toeviir-
tustest. Asendades samaselt toeses valemis lausemuutujad mingite konkreet-
sete lausetega ja tehtemérgid vastavate grammatiliste seostega, saame lause,
mis on igal juhul toene. Selles suhtes kujutavad samaselt toesed valemid no.
skeeme iildkehtivate viidete konstrueerimiseks.

Seda, kas mingi valem on kehtestatav, samaselt toene v6i samaselt viar,
saab kindlaks teha toeviartustabeli abil. Kehtestatava valemi puhul peab



tabelis leiduma rida, milles valemi toevairtuseks on t. Samaselt toese valemi
puhul peab valemi toeviirtus olema ¢ tabeli koikides ridades. Samaselt vaédra
valemi tabeli koikides ridades on toevaartus v.

Vaatleme niiteks valemit

—“AD(ADB)
Selle valemi toevaartustabel on
A B|-AD(ADB)
t t|lv t t
t vl iv t v
v t |t t t
v vt t t

Kuna valemi toevidrtus igal vadrtustusel on £, siis on see valem samaselt
toene. Toodud valem véljendab sisuliselt iiht osa implikatsiooni toeviirtuse
definitsioonist: kui lause A on védr, siis implikatsioon A D B on toene soltu-
mata sellest, kas B on toene voi vaar.

Sissetoodud kolme valemiklassi seovad jargmised omadused.

Omadus 1. Valem F on samaselt tdene parajasti siis, kui valem —=F on
samaselt vaar.

Toestus. Oletame, et valem F on samaselt toene. Valime suvalise vAir-
tustuse a. Kuna valem F on vastavalt definitsioonile toene igal viértustusel,
siis on ta toene ka vadrtustusel . Siis aga valem —F on viartustusel o viar.
Kuna vaértustus a oli suvaline, siis voime seda arutlust korrata ka koigi teis-
te vaartustuste j4uhul. Jarelikult valem —JF on vdar igal vaartustusel ehk
definitsiooni pohjal samaselt vaér.

Vastupidi, oletame, et valem —F on samaselt vair. Valides suvaliselt vaar-
tustuse o, ndeme analoogiliselt eelnevaga, et valem F on sellel vadrtustusel
toene. Kuna vadrtustus « oli suvaline, siis on valem F toene igal vaartustusel
ehk samaselt toene. O

Omadus 2. Valem F on kehtestatav parajasti siis, kui valem —F ei ole
samaselt toene.

Toestus. Oletame, et valem F on kehtestatav. Definitsiooni pohjal té-
hendab see seda, et leidub vaartustus a, mille korral valem F on tdene. Sellel
vaartustusel on aga valem —JF viir, mistottu ta ei saa olla samaselt toene.

Vastupidi, oletame, et valem —F ei ole samaselt tdene. Siis peab leiduma
vadrtustus «, mille korral valem —F on véir. Sellel vidrtustusel on aga valem
F toene. Definitsiooni pohjal on siis valem F kehtestatav. O

Uleminekut valemilt F valemile —F v&ib visualiseerida jirgmise diagram-
miga.



samaselt
vaarad

valemid

kuid mitte samaselt

kehtestatavad,

toesed valemid

samaselt
toesed

valemid

Eituse rakendamine tdhendab peegeldamist vertikaalse sirge suhtes. Sama-
selt toene valem teiseneb samaselt viaraks valemiks; kehtestatav, kuid mitte
samaselt toene valem teiseneb jille sedasama tiiiipi valemiks.

1.3. Samavaarsed valemid

Vaatleme valemeid A~ B ja B~ A. Kuigi nende kahe valemi kirjapilt on
erinev, tihendavad nad sisuliselt {ihte ja sedasama. Valemite semantilise iih-
telangevuse viljendamiseks toome sisse jirgmise moiste.

Definitsioon 6. Valemeid F ja G nimetatakse samavéirseteks, kui nende
toevadrtused langevad kokku koigi neis valemites esinevate muutujate igal

vaartustusel.

Veendume niiteks, et valemid (mA& "B DC)&(C DAV B) ja (AV B)
on samavaarsed. Selleks koostame toevaartustabeli
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Kuna molema valemi vadrtuste veerud on vordsed, siis langevad nende va-
lemite toevaartused igal vadrtustusel kokku. Ndeme, et samaviirsed voivad
olla ka valemid, mis ei koosne samadest muutujatest.



Asjaolu, et valemid F ja G on samavéadrsed, méargitakse tdhisega F = G.
Siimbol = tédhistab siin seost kahe valemi vahel, ta ei ole uus lausearvutuse
tehtemark.

Formuleerime niitid rea lausearvutuse pohisamavairsusi, mida kdige sa-
gedamini vaja ldheb.

1. Idempotentsuse seadused

F&F=F
FVF=F

2. Kommutatiivsuse seadused

F&G=G&F
FVG=GgVvF

3. Assotsiatiivsuse seadused

(F&G) &M =F&(G&H)
(FVG)VH = FV(GVH)

4. Distributiivsuse seadused

F&(GVH) = F&GVF&H
FVGE&H = (FVG)&FVH)

5. Neelamisseadused

F&(FVG) = F
FVF&G=F

6. De Morgani seadused

~(F&G) = ~FV—G
~(FVG) = ~F&-G

7. Kahekordse eituse seadus

—F =F



8. Samaselt toese valemi viljajatureeglid

F &G = G, kui F on samaselt toene
FVG = F, kui F on samaselt toene

9. Samaselt vidra valemi viljajatureeglid

F &G = F, kui F on samaselt vair
FVG =G, kui F on samaselt viir

10. Implikatsiooni avaldis konjuktsiooni ja disjunktsiooni kaudu

FoG=-FVG

11. Konjuktsiooni ja disjunktsiooni avaldis implikatsiooni kaudu

F&G =-(F>DG)
FVG=-FDG

12. Ekvivalentsi avaldis teiste tehete kaudu

FnG=F&GV-F&-G
F~G = (FDG) &(-FDG)

K®&iki neid samavairsusi saab toestada toevadrtustabeli abil samuti, nagu
me tegime eelnevas niites. Samaviarsusi kasutatakse valemite teisendamisel,
et viia etteantud valem mingile sobivale kujule.

Assotsiatiivsuse seadustest jareldub muuhulgas, et enam kui kahe liik-
me konjunktsioonis voi disjunktsioonis voib sulge vabalt timber paigutada.
Niiteks valemid (A& B) &(C & D) ja ((A& B) & C) & D on samavéérsed.
Edaspidi jatame niisuguses olukorras sulud iildse dra, toodud valemite ase-
mel kirjutame lihtsalt A& B & C & D.

Teoreem 1. (Substitutsiooniteoreem.) Olgu F ja G samavéirsed valemid
ning ‘H valem, mis sisaldab valemit F osavalemina. Kui valemis H asendada
osavalemi F iiks esinemine valemiga G, siis tekkinud valem H' on samaviirne
valemiga H.

Toestus. Teoreemi toestame induktsiooniga valemi struktuuri jargi.

Induktsiooni baas. Kui H on lausemuutuja, milles valem F esineb osa-
valemina, siis H = F. Jarelikult H' = G. Nieme, et valemid H ja H' on
samavaarsed.



Induktsiooni samm. Oletame, et H ei ole lausemuutuja. Juhul, kui osa-
valem F langeb iihte valemiga H, siis veendume samuti nagu induktsiooni
baasis, et valemid H ja H' on samaviirsed. Oletame niiiid, et osavalem F
erineb valemist H.

Juht 1. Olgu valem H kujul —=7#;. Siis on valem F valemi H; osavalemiks.
Induktsiooni eelduse pohjal on valem #H; samaviirne valemiga H7, kus osa-
valem F on asendatud valemiga G. Jérelikult H' on kujul =#H/. Kuna valemid
H, ja H' on samaviirsed, siis on samaviérsed ka nende eitused ehk valemid
H=-H, jaH =-H].

Juht 2. Olgu valem H on kujul H; & H,. Osavalem F esineb siis kas
valemis H; voi valemis H,. Eeldame, et ta esineb valemis #; (teine juht
on analoogiline). Induktsiooni eelduse pohjal on valem #H; samavéirne va-
lemiga #|, milles osavalem F on asendatud valemiga G. Jéarelikult H' on
kujul H & H,. Kuna valemid #; ja H) on samaviirsed, siis on samaviir-
sed ka nende konjunktsioonid valemiga H, ehk siis valemid H = H; & Hs ja

7‘[, - 7‘[,1 & Hg.
Juht 3. Kui valem H on kujul H; V Ho, kujul Hy D Hs voi kujul Hy ~ Ho,
siis on toestus analoogiline. O

Substitutsiooniteoreemi pohjal voib valemite teisendamisel asendada osa-
valemeid samavidrsete valemitega, tulemusena saadud valem jadb esialgse
valemiga samaviirseks. Toestame pohisamaviirsustele tuginedes, et valem
(AV(BVC(C))&(CV—A) on samaviirne valemiga -A & BV C.

(AV(BV(C)) &(CVv-A)
= ((AVvB)Vv()) &(CV-A) (assotsiatiivsus)
= (CV(AV B)) &(C'V—A) (kommutatiivsus)
=CV(AVB)&-A (distributiivsus)
=(CV-A&AVB) (kommutatiivsus)
=CV(~A& AV -ALB) (distributiivsus)
=CV-ALB (samaselt vaar valem)
=-A&BVC (kommutatiivsus)

1.4. Normaalkujud

Lausemuutujat voi tema eitust nimetame literaaliks. Naiteks A, B, C, D,
=A, =B, =C, =D on literaalid.
Elementaarkonjunktsioon on valem kujul

Li&Lo& ... & Ly,

kus Ly, Lo, ..., L, on literaalid, mille hulgas iga lausemuutuja esineb iilimalt

10



iiks kord. Analoogiliselt, elementaardisjunktsioon on valem kujul
LV LyV...VLy,

kus Ly, Lo, ..., L, on literaalid, mille hulgas iga lausemuutuja esineb iilimalt
iiks kord.

Taielik elementaarkonjunktsioon on valem kujul
Li&Lo& ... & Ly,

kus Ly, Ly, ..., L, on literaalid, mille hulgas iga lausemuutuja esineb tépselt
iiks kord. Analoogiliselt, tdielik elementaardisjunktsioon on valem kujul

LiVLyV.. .V Ly,

kus Ly, Ly, ..., L, on literaalid, mille hulgas iga lausemuutuja esineb tépselt
iiks kord.

Maératlustes mainitud lausemuutujad eeldame kuuluvat mingisse fiksee-
ritud hulka, milleks tavaliselt on valemi kdigi muutujate hulk. Naiteks muu-
tujatest A, B, C', D voib moodustada jargmised elementaarkonjunktsioonid

A&B&C, -B&C&D, C&-A
ning jargmised téielikud elementaarkonjunktsioonid
A&B&C&D, A&-B&-C&D, -A&B&—C & —D.

Elementaarkonjunktsiooni (elementaardisjunktsiooni) maiste holmab endas
taieliku elementaarkonjunktsiooni (téieliku elementaardisjunktsiooni) mais-
te.

Definitsioon 7. Utleme, et valem F on disjunktiivsel normaalkujul, kui
ta on esitatud elementaarkonjunktsioonide disjunktsioonina, st. kujul

F=FVFVNV...VF,,

kus Fi, Fa, ..., F,, on mittesamavadrsed elementaarkonjunktsioonid. Ana-
loogiliselt, valem F on konjunktiivsel normaalkujul, kui ta on esitatud ele-
mentaardisjunktsioonide konjunktsioonina, st. kujul

F=F&Fo&...&Fnm,

kus Fi, Fo, ..., Fp on mittesamaviirsed elementaardisjunktsioonid.
Definitsioon 8. Utleme, et valem F on tiielikul disjunktiivsel normaal-
kujul, kui ta on esitatud téielike elementaarkonjunktsioonide disjunktsiooni-
na, st. kujul
f:fl\/.}—Q\/...\/fm,
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kus Fi, Fo, ..., Fn on mittesamaviirsed téielikud elementaarkonjunktsioo-
nid. Analoogiliselt, valem F on téielikul konjunktiivsel normaalkujul, kui ta
on esitatud taielike elementaardisjunktsioonide konjunktsioonina, st. kujul

F=F&F&...&Fnm,

kus Fy, Fa, ..., F on mittesamavairsed tiielikud elementaardisjunktsioo-
nid.
Niiteks iiks valemi A D B disjunktiivsetest normaalkujudest on

—AV A& B,
sama valemi téielik disjunktiivne normaalkuju aga
A& BV -A& BV -A&—B.
Valemi —(B D A) iiks konjunktiivsetest normaalkujudest on
B &(—AV-B),
sama valemi téielik konjunktiivne normaalkuju aga
(mAV-B) &(—AV B) &(AV B).

Jargmine teoreem néitab, et peale triviaalsete erijuhtude saab iga valemi
teisendada téielikule disjunktiivsele ja téielikule konjunktiivsele normaalku-
jule.

Teoreem 2. Kui valem F ei ole samaselt viar, siis leidub temaga sa-
mavadrne valem taielikul disjunktiivsel normaalkujul. Kui valem F ei ole
samaselt toene, siis leidub temaga samavairne valem téielikul konjunktiivsel
normaalkujul.

Toestus. a) Oletame, et valem F ei ole samaselt tdene ega samaselt vaar.
Toestame teoreemi induktsiooniga valemi struktuuri jargi.

Induktsioont baas. Kui F on lausemuutuja, siis ta juba on téielikul dis-
junktiivsel normaalkujul ja taielikul konjunktiivsel normaalkujul.

Induktsiooni samm. Vaatleme eraldi juhte valemi ehituse jérgi.

Juht 1. Olgu valem F kujul —F;. Induktsiooni eelduse pohjal leiduvad
valemiga F; samavéirsed valemid F| téielikul disjunktiivsel normaalkujul ja
F téielikul konjunktiivsel normaalkujul. Olgu valem F| avaldatud literaalide
kaudu kujul
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Leides molemast poolest eituse, saame algse valemiga F samavéirse valemi.
De Morgani seaduste ja kahekordse eituse seaduse pohjal

F=-(ILn&...&L1inV...NV Ly &...& Liny)
(L& &Lin)& .. & (L & -+ - & Linn)
(L1 V...V=aLiy) & ... &( Ly V...V 2 Lpyy)
=(LuV..VLi)&. . &(Lmi V...V L)

kus
ﬁ_ A,B,C,..., kuiLij:—'A,—'B,—'C,...
Yo _|A,_|B,_|C,..., kulLZ]:A,B,C,

Niimoodi saime valemiga F samavéirse valemi téielikul konjunktiivsel nor-
maalkujul. Tépselt samamoodi tuletatakse valemist F; lihtudes valemiga F
samavairne valem téielikul disjunktiivsel normaalkujul.

Juht 2. Olgu valem F kujul F; & F». Induktsiooni eelduse pohjal leiduvad
valemiga F; samavéirne valem F| ja valemiga F, samaviirne valem F,, mis
molemad on téielikul disjunktiivsel normaalkujul. Olgu valemid F| ja F
esitatud taielike elementaarkonjunktsioonide disjunktsioonina

Fil=F,V...VF,.
Fy=FuV...VFy,,

Siis valem F] & F, on samaviirne valemiga F ja distributiivsuse seaduse
pohjal

F=(FLV..VFL)&FuV...VF,.)
= (Fl1 & Fy) V... V( {1&f;m2)v...v

Sulgudes olevad liikmed kujutavad endast literaalide konjunktsioone. Seal-
hulgas on igas sulus esindatud koik valemi F muutujad, sest liitkmed ]:{j on
taielikud elementaarkonjunktsioonid valemi ) muutujatest ja liitkmed Fy;
on taielikud elementaarkonjunktsioonid valemi F, muutujatest. Valemi F
téaieliku disjunktiivse normaalkuju saamiseks tuleb igas sulus kaotada kahe-
kordselt esinevad literaalid (idempotentsuse seadus), jitta disjunktsioonist
dra samaselt vidrad elementaarkonjunktsioonid (samaselt vadra valemi vél-
jajétureegel) ja allesjiinud elementaarkonjunktsioonidest jéatta alles igaiihest
ainult iiks eksemplar. Niisuguste operatsioonide teel jouame lopuks valemi F
téaieliku disjunktiivse normaakujuni.

Et saada valemi F taielik konjunktiivne normaalkuju, lahtume valemite-
ga F; ja Fy samavaarsetest taielikul konjunktiivsel normaalkujul olevatest
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valemitest F|' ja Fj. Olgu need esitatud téielike elementaardisjunktsioonide
konjunktsioonidena

" __ on 1
fl_ 11&"'& 1my
" 1
fZ_ 21&"'& 2ms

Siis valem F} & F3 on samaviirne valemiga F ehk

F=Fh& . . &F i, &F & .. & Fo,

Selle valemi teisendamiseks téielikule disjunktiivsele normaalkujule tuleb te-
ha veel jargmised operatsioonid. Iga liikme F;;, kus kogu valemi F muutujate
loendist puudub mingi muutuja, néditeks A, asendame kahe liikme konjunkt-
siooniga (F;; V A) &(Fi; V ~A). Need kaks liiget on kokkuvottes samaviir-
sed esialgse iihe liikmega, nagu see ndhtub distributiivsusest ja samaselt
viaara litkme viljajatureeglist. Niisugust protsessi kordame senikaua, kuni
koigis litkmetes on tdiskomplekt muutujaid, st. koik liitkmed on taielikud ele-
mentaardisjunktsioonid. Seejérel jitame korduvad elementaardisjunktsioonid
konjunktsioonist vilja.

Juht 3. Olgu valem F kujul F; V F,. Kahekordse eituse ja De Morgani
seaduse abil teisendame selle valemi kujule —(—=F; & —F,) ning rakendame
juhte 1 ja 2.

Juht 4. Olgu valem F kujul F; D F,. Teisendame valemi kujule =F; V Fy
ning rakendame juhte 1 ja 3.

Juht 5. Olgu valem F kujul F; ~ F;. Teisendame valemi kujule F; & F5 V
—F; & —F; ning rakendame juhte 1, 2 ja 3.

b) Kui F on samaselt tdene, siis olgu Ay, ..., A, koik lausemuutujad,
mis selles valemis esinevad. Valemi F tiielik disjunktiivne normaalkuju on
sel juhul

F=A&...& A,V

A& ... &A,V
A& &ALV
-A & ... & A,

Kui aga F on samaselt tdene, siis tema téielik disjunktiivne normaalkuju
on

F=(AV...VA) &
(A V...V-4,) &
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(mA V... VA&
(A V...V—-A,)

|
Toodud toestuses on ilmutamata kujul kirjas algoritm, kuidas valemit tei-
sendada disjunktiivsele ja konjunktiivsele normaalkujule. Formuleerime selle
algoritmi niiiid selgemalt. Valemi teisendamisel tuleb jélgida, et sulgude dra-
jatmisega seoses samavadrsus rikutud ei saaks.
Olgu antud valem F. Vaja on leida tema disjunktiivne (konjunktiivne)
normaalkuju.

1. Elimineerida implikatsioonid ja ekvivalentsid:

GOH=-GVH
GroH=G&HYVG & H

2. Asendada

—|—|g:>g
~(G&H) = -GV —H
~(GVH) = -G & H

kuni selliseid osavalemeid enam ei leidu.

3. Asendada

DNK leidmisel ‘ KNK leidmisel

F&GVH) = F&GVF&H | FVG&H = (FVG) &(FVH)
(FVO &M =>FE&HVGEH | F&GVH = (FVH) &GV H)

4. Korrastada liikmed:
a) jatta dra samaselt vidrad (samaselt tGesed) elementaarkonjunkt-
sioonid (-disjunktsioonid);
b) igas elementaarkonjunktsioonis (-disjunktsioonis) jiatta dra kordu-
vad literaalid;
c) jatta dra korduvad elementaarkonjunktsioonid (-disjunktsioonid)
5. Kui eesmérgiks on leida téielik disjunktiivne (konjunktiivne) normaal-
kuju, siis lisada igasse elementaarkonjunktsiooni (-disjunktsiooni) iga

puuduva muutuja A kohta liige AV —A (liige A& —A) ning korrata
samme 3 ja 4.
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Leiame niiteks valemi =B ~ A D —C & —B téieliku disjunktiivse ja téie-
liku konjunktiivse normaalkuju.
Taielik disjunktiivne normaalkuju:

ﬂBNAD—'C&_'BE—lB&(AD—lC&—lB)V—!—!B&—!(ADﬂc&—!B)
= B &(-AV-C&-B)V--B&—(-AV-C & —B)
ﬂB&(ﬁAV—'C&_'B)\/B&—l—lA&—!(—!C&—lB)

“B&(—~AV-C&-B)V B&A&——-CV--DB)
B &(~AV-C&-B)VB&A&CV B)
“B&AV-B& - C& - BVB&AKLKCVYBEALB
-A&-BV-B& - CVA&B&CVALB
=-A&-B&(CV-C)V(AV-A)&—-B&—-CV

A& B&CV A& B&(CV-C)
=-A&B&CV-A&B&CVA&L-B&-CV

A& B& - CVA&B&CVALB&CV AL BE&—C
=-AL " B&CV-A&L - B&CVAL-BE—-CV

A& B&CV A& B&-C

Taielik konjunktiivne normaalkuju:

“B~AD-C&-B=-B&AD-C&-B)V--B&—-(AD-C&—-DB)

= -B &(ﬁAV—!C&—!B)VﬁﬁB&ﬁ(ﬁAV‘lC&"B)

—B&(—=AV—-C & —B)V B & —A & ~(=C & —B)

—B&(—AV-C & —-B)V B§& A&(——CV—-—B)
B &(—~AV-C&-B)VB&A&(CV B)
B &(—AV-C) &(-AV-B)VB& A&(CV B)
BV B) &(-BV A)&(—-BVCV B) &
—“AV-CV B)&(-AV-CVA)&-AV-CVCVB)&
—AV-BV B) &(—AV-BV A) &(—AV-BVCV B)
AV =B) &(-AV BV -C)
AV-BVC &-C) &(—AV BV -C)
AV-BVC)&AV-BV-C)&(-AV BV-C)

N N N N N/

Valemi téielikku disjunktiivset ja téielikku konjunktiivset normaalkuju
voib leida ka valemi toeviartustabelist. Et saada téielikku disjunktiivset
normaalkuju, tuleb votta tabeli need read, kus valemi toeviartus on ¢ ja
moodustada iga sellise rea kohta iiks elementaarkonjunktsioon. Kui muutuja
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toevadrtus sellele reale vastavas viartustuses on ¢, siis lisatakse konjunkt-
siooni literaalina see muutuja, kui toeviartus on v siis lisatakse tema eitus.
Téieliku konjunktiivse normaalkuju puhul tuleb omavahel vahetada toevaar-
tuste ¢ ja v ning disjunktsiooni ja konjunktsiooni rollid.

Naiteks valemi =B ~ A D —~(C §& —B toevairtustabel on

A B C|-B~AD-C§&—B
t t tlv t wvwv vwv
t t viv t vt v
t v t|t v wvwv vt
t v v|t t tt t1
v t tl|lv v tv vw
v t v|lv v tt vw
v v t|t t twv vt
v v wvi|t t tt tt

Siit leiame valemi F téieliku disjunktiivse normaalkuju

F=A&B&CVALB&CVAL-B&-CV
—A&-B&CV-A&-B&-C

ning taieliku konjunktiivse normaalkuju

F=(-AVBV-C)&AV-BV-C)&AV-BVC)

Toodud kahest vottest normaalkujude leidmiseks ei saa kumbagi iiheselt
eelistada. Monikord koostatakse néaiteks valemi toevidrtustabel disjunktiiv-
sest voi konjunktiivsest normaalkujust ldhtudes.
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