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Eessona

Kiesolevas crppevahcnrlu tutvunam(- hulgawouna algmdesnd
tuginedes lugeja
tikast. Seejuures me ei kisitle iildse aksiomaatilist iilesehitust.

Hulga mumve korval on meie kisitluses kmkseks ka funktsiooni

mdiste. Funk id on meil isesei isobjektiks, aga ka
vahendiks hulkade mi 1 lemisel

Peaaegu koik esitatud vancd _|a l.u.lemused on toeﬂtalud Ain-
saks erandiks on ar d 1 on. bl

Osa iilesandeid on sellised, kus lahendus nduab ideid Ja vnttend
mida selles Gppevahendis ei r.uwustala Suhtehselt kumpllt.scerltud
lahendusega iil ded on b

Clppevahend on moe]dud eeskitt mntmnnanka-mfurmaammtea-

iiliGpil ja ikule neist peaks ta andma kiillaldase
kugusa opingute jooksul vajaminevaid hulgateooria moisteid ja tule-
musi.

Hulgateooria iseseisval dppimisel tuleks lisaks siin antutele la-
hendada veel iilesandeid, mida vaib leida niiteks kogudest [2,12].

Pohjalikumat hulgateooria késitlust vajavatele lugejatele soovi-
tame monograafiat [11], aga kasulik v&ib olla tutvuda ka raamatute-
ga 8 - 10,13]. Need, kcllclc meie kisitlus niib liiga lah)omilsena,
véivad ménede moistet isel abi saada popul d
mast kirjandusest [1,7,14].

Praegune Sppevahend on 1995. aastal ilmunud "Hulgateoo-
ria” [4] iimbert&étatud ja tiiendatud variant. Moned toestused on
uued ja on ka teistel ideedel péhinevaid. Lisatud on iilesandeid, mis
valgustavad materjali teistest aspektidest. Olulisim muudatus on
matemaatilise loogika iihe algusosa — lausearvutuse lisamine. Seda
on tehtud eelkdige iilidpilaste vajadusi silmas pidades, sest hulga-
teooria on iihendatud lausearvutusega itheks matemaatika-informaa-
tikateaduskonnas opetatavaks aineks. Lausearvutuse osas soovi-
tame tutvuda raamatutega (3,5,6,12].

Lausearvutuse osa vaatas libi dots. Rein Prank, kelle markused
aitasid palju kaasa teksti 1oplikul viimistlemisel. Praeguse oppeva-
hendi joonised ja triikito6 tegi Anu Roio. Mdlemale on autor viiga
ténulik.




§1. Hulga moiste

Hulk on kiiesolevas kursuses algmaiste, me ei defineeri teda ran-
gelt mingite fildisemate méistete abil. Hulkadega tegelemiseks tuleb
nad siiski kuidagi méiiratleda.

Hulgatecoria rajaja Georg Cantor andis jirgmise formuleeringu:
hulk on selline omavahel erinevate objektide kogu, millest saab mael-
da kui tervikust.

Selles midratluses niieme iihte hulkade olulist tunnust: hulka
kuuluvad objektid on omavahel erinevad. Teine oluline tunnus seis-
neb selles, et mistahes objekti korral peab olema voimalik iiheselt
otsustada, kas ta kuulub vaadeldavasse hulka vi mitte.

Objekte, mis moodustavad hulga (kuuluvad hulka), nimetatakse
hulga elementideks. Kolmas hulki iseloomustav tunnus on jirgmine:
hulga element ja hulk ise loetakse alati erinevateks (mittevordseteks)
objektideks, seega hulk ei ole kunagi iseenda elemendiks.

Kahte hulka loetakse vardseteks, kui nad koosnevad iihtedest
ja samadest elementidest.

Sellest jireldub, et hulga maaratlemisel ei ole mingit tihtsust
tema elementide omavahelistel vahekordadel, sealhulgas ka niiteks
Jjirjestusel.

Hulki tahistatakse tavaliselt suurte ladina tihtedega A, B,C, . ..,
hulga elemente viikeste ladina tihtedega a, b, c, . .. . Asjaolu, et a on
hulga A element, tihistatakse a € A; kui a ei ole hulga 4 element,
siis kirjutatakse a ¢ A, monikord ka a€A4.

Hulkade kirjeldamise viisidega tutvume niidetes.

Niited. 1. Hulka, milles on kaks elementi a ja b, vib kirju-
tada {a,b}. Hulk {2,3,4,5} koosneb neljast elemendist, seejuures
niiiteks {2,3,4,5} = {5,4,3,2} = {2.4,3,5}.

2. Tihtsamad arvuhulgad on naturaalarvude hulk IV =
={1,2,3,.. .}, tidisarvude hulk Z = {...,~2,-1,0,1,2,...}, rat-
sionaalarvude hulk £ = {q | g = %,m € Z,n € N}, reanlarvude
hulk IR, kompleksarvude hulk £'={z | z = z+iy,z,y € R,i*=-1}.
Reaalarvude hulga IR kirjeldus ratsionaalarvude kaudu esitatakse
tavaliselt matemaatilise analiiiisi kursuses.

Neis niidetes tutvusime hulga kirjeldusviisiga {a | P(a)}, kus
P(a) tdhistab tingimust véi tingimuste loeteln, mida vaadeldavasse
hulka kuul d el did a peavad rahuld Taolise kirjutise
asemel kasutatakse ka temaga samaviiirset {a : P(a)}.

3. Arvude intervallid on 16ik [a,8] = {z [r e R,a <z < b} =
={z € R|a <z <b}, vahemik (a,b) = {z | ¢ € R,a < r < b},
poollik [a,8) = {z | z € R,a £ = < b} vdi poolldik (a,b] =
={z|zeRa<z<b}

4. Kirjutised {a,a,b,c} ja {{a,b}, {b,a}} ei tihista hulki, sest
hulka kuuluvad elemendid on omavahel erinevad. Kuid {a, {a}} on
hulk, sest alati a # {a}.

5. Koikidest puudest Eesti metsades ei ole moistlik radkida
kui hulgast, sest niiteks ei ole praktiliselt voimalik iiheselt kindlaks
méarata, millisest hetkest vaadeldav taim on hivinud, samuti peab
enne tipselt kokku leppima, millised puud jidvad Eesti piiri sisse
ning millised taimed lugeda puudeks.

6. Olgu A = {a | a on hulk) - see oleks , kdikide hulkade hulk”.
Kui A oleks hulk, siis ta oleks iiks oma elementidest, seega A € A.
See on aga voimatu, mistdttu A ei ole hulk. Antud juhul risgitakse
koikide hulkade klassist voi kikide hulkade kogumist.

@



§2. Osahulk ehk alamhulk

Definitsioon. Hulka A nimetatakse hulga B osahulgaks ehk
alamhulgaks, kui kéik hulga A elemendid on hulga B elementideks
(hulga A iga element kuulub hulka 5).

Asjaolu, et hulk A on hulga B osahulk,
tihistatakse A C B, samuti B 3 4. M&-

nikord kasutatakse ka kirjutist A C B vai
B2 A

Kui A = {a | P(a)} ja B = {u | Q(a)}, siis A C B parajasti
siis, kui P(a) = Q(a).

Osahulkadel on jirgmised vahetult definitsioonist jirelduvad
omadused:

1) iga hulga A korral A C A,

2)kui AC BjaBCA,siis A=8B,

kuiACBjaBCC,siis ACC.

Omadust 2) kasutatakse hulkade vérdsuse toestamisel.

Definitsioon. Hulka, mis ei sisalda iihtegi elementi, nimeta-
takse tiihjaks hulgaks, teda tihistatakse . Tiihja hulka voib kirjel-
dada ka vérdusega @ = {a | a # a}. On selge, et § C A iga hulga 4
korral.

Tiihi hulk on itheselt midratud, sest kui leiduksid tiihjad hulgad
@, ja By, siis §; C B, (sest B on tihi hulk), samuti f; C By (sest By
on tithi hulk), nendest sisalduvustest aga jireldub, et §; = @,.

Niited. 1. Eespool vaadeldud arvuhulgad on fiksteise osahul-
gad jargmiselt: NC ZcfciRc .

2. Hulga A = {a} osahulgad on 8 ja {a). Hulga A = {a,b}
osahulgad on 9, {a}, {b}, {a.b}.

Ulesanne. Toestada, et kui hulgas A on n elementi, siis hulgal
A on 2" erinevat osahulka.

Hulga A kdigi osahulkade hulka tihistatakse P(A), s.t. P(A) =
={B|BcCA}.

Kui hulgas on mingi naturaalarvuga vordne arv elemente, siis
nimetatakse seda hulka 16plikuks. Tiihja hulga 16plikuks lugemine

on kokkuleppe kiisimus, temas sisalduvate elementide arv on 0.
Hulka, mis ei ole 16plik (ega tiihi), nimetatakse 1opmatuks. Lopma-
tud on niiteks hulgad IV ja IR, kéigi tasandil paiknevate kolm-
nurkade hulk.

§3. Tehted hulkadega

Definitsioon. Hulkade A ja B iihendiks ehk summaks nimeta-
takse hulka, mille moodustavad kdik kas hulka A, hulka B vai
mélemasse kuuluvad elemendid. Hulkade A ja B ihendit tdhis-
tatakse AU B.

Definitsioonis véljendatut mirgitakse siimbolite abil jargmiselt:

AUB={z|zeAvze B}

Naide. Kui A = {a,b,c} ja B = {a,c,d,¢e}, siis AUB =
= {a,b,e,d,e}.

Mirgime, et alati AC AUB, BC AUB.
Tehete abil moodustatud hulkadest piltliku ettekujutuse saa-
miseks kasutatakse nn. Venni dia-
4, gramme. Kui hulgad 4 ja B on ku-
jutatud ringidena, siis viirutatud
ala joonisel on nende lihend AU B.

Definitsioon. Hulkade A ja B iihisosaks ehk loikeks (monikord
ka korrutiseks) nimetatakse hulka, mille moodustavad kéik nii hulka
A kui ka hulka B kuuluvad elemendid. Hulkade A ja B iihisosa
tihistatakse AN B.

Siimbolite abil on iihisosa viljendatav

AnB={z|zeAAz € B},



A B samuti viirutatud osana kdrvalole-
val joonisel

Naide. Kui 4 = {a,b,c} ja B = {a,c,d, ¢}, siis ANB = {a,c}.
Mistahes hulkade korral ANB C A, ANBCB.

Hulkade iihendil ja iihisosal on jirgmised omadused:
1)AUA=A4, ANA=A4, (idempotentsus)
2)AUB=BUA ANB=BNA, (kommutatiivsus)

3 (AUB)UC = AU(BUC),
) (AnB)nC =An(BNnC),

(AUB)NC = (ANC)U(BNC),
) (4nB)UC=(AUC)N(BUC).

Omadused 1) — 3) jarelduvad vahetult definitsiconidest. Niitena
toestame teise distributiivsuse vorduse.

Olguz € (ANB)UC. Sisz € ANBvzeC. KuizeC,
sisz € AUCAz € BUC, mistéttu # € (AUC)N{BUC).
Kui aga z ¢ C, siisz € AnNBehk z € AAz € B. Siis aga
re AUCAz e BUC,st. € (AUC)N(BUC). Sellega on
niidatud, et (AN B)UC C (AUC)N(BUC).

Olgu nitiid = € (AUC) N (BUC). Siis z € AUC Az € BUC.
Kuiz € C,siisz € (ANB)UC. Kuiagaz ¢ C,sisz € AATEB
ehk r € ANB ning z € (AN B)UC. Sellega on ndidatud ka,
ot (AUC)N(BUC) C (AN B)UC ning iihtlasi toestatud teine
distributiivsuse vordus.

(assotsiatiivsus)

(distributiivsus)

Ulesanne. Taestada esimene distributiivsuse vordus.

Distributiivsuse vordustes esinevad hulgad Venni diagrammidel
on jirgmised:

Mirgime, et Venni diagramme ei saa kasutada hulkade kor-
ral kehtivate universaalsete vorduste (nagu niiteks distributiivsuse
omaduste) toestamiseks, sest ei ole pohjendatud mistahes hulkade
kujutamine punktihulkadena tasandil. Kiill aga v6ib Venni dia-
gramme monikord vaadelda niidetena hulkadevaheliste vorduste mit-
tekehtivuse kohta.

Ulesanne. Toestada, et AU(ANB)=A ja AN (AUB)=A.
Uhendi ja iihisosa assotsiatiivsus véimaldab need tehted laien-
dada loplikule hulkade kogumile, suurendades jirkjirgult hulkade

arvua:
AU UA, = (AU...UAdpy)UA,,

AN..nd, = (AN...NAu )N A,

Saadud hulkade korral kasutatakse ka tihistusi O A ja £} A
Kui {A,} on hulkade 4, siisteem, siis defineerime U A, kui koigi
selliste elementide hulga, mis kuuluvad vihemalt tihtemhu]]mdesl Ay,
ning N Ay kui kigi selliste elementide hulga, mis kuuluved igasse
hulka . Niisiis

Ur‘,, ={z|3anij et z € A,},
ﬂA., ={z|Vakorral £ € A,}.
a

Niiteks U [i -
EE

B h-1isl)= ) I (P
O li-hivd) =R g (04)

=A(0,1)= =R,i =
=0 (0.%)=0, ufeq(“’b) R, iga hulga 4 korral “\EJA{:[} = A,




Definitsioon. Hulkade A ja B vaheks nimetatakse koigi sel-
liste elementide hulka, mis kuuluvad hulka A, kuid ei kuulu hulka
B. Hulkade A ja B vahet tihistatakse A\ B.

Seega
A\B={z|zcAAz ¢B)}
ning ka karvaloleval Venni
4 diagrammil on  kujutatud

hulk A\ B.

Naide. Kui A= {a,b,c} ja B = {a,c,d,e},siis A\ B = {b} ja
B\ A={de).

Toodud niiide kinnitab ka asjaolu, et iildiselt A\ B # B\ A.

Definitsioon. Hulkade A ja B simmeetriliseks vaheks nime-
tatakse koigi selliste elementide hulka, mis kuuluvad hulka A, kuid
mitte hulka B, véi kuuluvad hulka B, kuid mitte hulka A. Hulkade
A ja B simmeetrilist vahet tiihistatakse AAB, monikord ka A--B.

Siimboli on sii ilise vahe definitsioon viljendatav

AAB={z|(zre ANz gB)V(zre BAz ¢ A)},

A seda hulka on illustreeritud
ka kérvaloleval joonisel.

Definitsiooni pohjal véib belda, et
AAB = (A\ B)U(B\ A).
Niide. Kui A = {a,b,c} ja B = (a,c,d,e}, siis AAB =
= {b.d,e}.

4

Sii rilise vahe téh d omadused on ja

1) AAB = BAA, (kommutatiivsus)
2) AAB = (AUB)\ (AN B), o

3) (AAB)AC = AA(BAC), (assotsiatiivsus)

4) (AAB)NC = (ANC)A(BNC), (distributiivsus)
5)AAB=AUB & ANB=0.

Ulesanne, Toestada omadused 2) -3).

Ulesanne. Kujutada Venni diagrammil hulgad 4 \ (B U C)
AN(B\C), (A\B)\C, A\(B\C).

Ulesanne. Kirjutada hulgateoreetiliste tehete abil jargmised
Venni diagrammidel kujutatud hulgad

A B A B A B

Vaadeldud neli hulgateoreetilist tehet ei ole soltumatud selles
méttes, et neid saab viljendada teiste kaudu. Niiteks AN B =
= A\ (4\ B), eespool juba oli esitus AAB = (A\ B)U (B \ A).

Ulesanne. Avaldada AUB ja A\ B tehete N ja A abil, AN B
ja A\ B tehete U ja A abil, AU B tehete \ ja A abil.

Ullesanne. Toestada, et AU B ei ole voimalik avaldada tehete
N ja \ abil ning A \ B ei ole véimalik avaldada tehete U ja 1 abil.

Tihti on tegemist olukorraga, kus kbik vaadeldavad hulgad on

iihe ja sama hulga osahulgad. Taolist teisi hulki sisaldavat hulka

i kse universaalseks. Naiteks lise analiiiisi monede

kiisimuste kéisitlemisel vib selleks olla reaalarvude hulk, geomeet-
rias tasandi koigi punktide hulk voi ruumi kdigi punktide hulk.

Definitsioon. Hulga A tiiendiks (universaalse hulga X suhtes)
nimetatakse hulka A' = X \ A.

Joonisel kujutab hulka A’
viirutatud ala.




3) (ANB)xC = (AxC)N (B x C),

4) (A\B) x C=(AxC)\ (B xC)
Siimmeetria kaalutlustel on selge, et vordustega 2) - 4) analoogilised
distributiivsuse tingimused kehtivad ka otsekorrutise teise teguri
suhtes.

Vorduse 2) pohjendab samaviiirsuste ahel

(r,y) E(AUB)xC & z€AUBAyeC&
(reAvzeB)AyeC s
(zeAAyeC)V(ze BAyeC) &
(T,y) EAxCV(z,y) eBxC &
(e, 4) €{A X C)U (B % C).

s

Ulesanne. Tiestada vordused 3) ja 4).

Otsekorrutise A x A puhul kasutatakse veel tihistust A%. Nii-
teks ? = {(z,y) | 2,y € IR} on vaadeldav tasandi koigi punktide
hulgana, kusjuures punkti (z,y) koordinaadid on z ja y.

Kahe hulga otsekorrutise maiste on vahetult iildistatav mista-
hes loplikule arvule hulkadele. Defineerime

Ay x.xAg={la,... a0) | a1 € Ay, a0 € Ag),

pidades tegurite jirjekorda oluliseks. Kui kahe hulga otsekorrutise
elemendid on paarid, siis iildi ] juhul riddgitakse n-kos
dilisest korteezist voi vektorist.
Otsekorrutist A x ... x A tihistatakse A™.
Sl

"

Niiteks R® = {(z,y,2) | 2,5,z € IR} on kolmemadtmeline
ruum, kus punkti (z,y, z) koordinaadid on =, y ja =.

Mirgime, et kui hulgas A on m elementi ja hulgas B on n ele-
menti, siis hulgas A x B on m-n elementi. Uldisemalt, kui A; koos-
nebm elemendist, ..., A, koosneb my, elemendist, siis A; x...x A,
koosneb m, - ... - m, clemendist.

Ulesanne, Toestada, et kui A; # 0, B; #0,1=1,...,n, siis

1) Ay x ... %x An © By % ... x B, parajasti siis, kui
A CBy,...,A, C By;

2) A X ...x Ay = By % ... x By parajasti si
A1=Bi,...,A, = B,.

kui

§5. Funktsioonid

Funktsi i maiste on ikas {iks oluli id méisteid.
Koolimatemaatikas tutvutakse tavaliselt arvudevahelist soltuvust
villjendavate funktsioonidega. Nendega vérreldes iildistame me
Tunktsiooni méistet viga palju

Olgu X ja Y hulgad.

Definitsioon. Kui on antud eeskiri f, mis seab hulga X igale
elemendile vastavusse hulga V" kindla elemendi, siis deldakse, et on
defineeritud funktsioon f, ja kirjutatakse f : X — Y. Kui ele-
mendile z € X seatakse vastavusse y € Y, siis kasutatakse kirjutist
y=f@) viiy=fevdif:z+y.

Funktsiooni asemel rifigitakse ka operaatorist véi kujutusest
voi teisendusest.

Funktsiooni maiste iildisusest saab parema ettekujutuse alles
siis, kui nendega on kiillalt palju tegeldud. Oluliste niidetega tutvu-
takse tavaliselt teistes matemastilistes distsipliinides, siin vaadel-
davad on péhiliselt illustreerivat laadi.

Niited. 1. Koolimatemaatikast on tuntud lineaarne funkt-
sioon y = az + b, ruut i ¥ = z°, trigonc ilised funk-
tsioonid y = sinz, y = cosz. Need kéik on niited funktsioonist
fr R =+ R Samal ajal voib vaadelda ka funktsicone
sin: R —+ [~1,1), ruutfunktsioon: K — [0, o).

2. Vaatleme funktsiooni f : J? — JR?, mis on antud vordusega
f((2,4)) = (x,0), s.t. tasandi punktile (z,y)
seab vastavusse tema esimese koordinaadi
z-teljel. Sellist funktsiooni nimetatakse pro-
jekteerimisteisenduseks z-teljele ehk projek-
toriks z-teljele. Analoogiliselt véib vaadelda
projektorit y-teljele




3. Reaalarvuliste liikmetega jada ay,...,a,,... voib vaadelda
funktsioonina A : N — IR; siin on igale naturaalarvule seatud
vastavusse kindel reaalarv. Sesjuures kasutatakse monikord jada

miirkimiseks kirjutusviisi a(1),...,a(n),... .

4. 8 isendus ehk ident isendus 7 : X — X on
funktsioon, mis hulga X igale elemendile seab vastavusse sama ele-
mendi, seega I(z) =z, z € X.

5. Konstantne funktsioonon f: X = Y, f(z) = ¢, z € X, kus
¢ €Y on sama element kéikide elementide r € X korral.

6. Olgu X = {1,2,...,n}. Vaatleme funktsioone s : X — X,
kus iiks ja sama naturaalarv ei vasta kahele erinevale naturaalarvule,
s.t. ei ole viimalik olukord, kus s(i) = s(j), aga i # j. Niisuguse
tingimuse tdidetuse korral iga arv hulgast X kindlasti mingile arvule
sellest hulgast ka vastab. Taolisi funktsioone esitatakse tavaliselt
tabelina

kusjuures {iy, iz,
sioonideks. Sub:
jutada ka teises

in} = X, ning neid nimetatakse substitut-
iooni esitamisel voib muidugi esimese rea kir-
jekorras, naiteks

123 4\ _(2431
243 1/"7\413 2}

Olgu antud funktsioon f : X — V. Hulka X ni k

Hulka £(X) ni kse funktsiooni f vii rk ks, Nii-
teks sin(lR) = [~1,1). Kui B C Y, siis hulka f~'(B) = {z € X |
fiz) € B} ni kse hulga B originaaliks. Vaib jubtuda, et

FH(B)=#, kuigi B # B, nditeks sin : F2— IR puhul sin~" ([2,3])=8.
Kuid niiteks sin ' ({0}) = {z € I | sinz = 0} = {kn | k € Z).
Hulkade kujutistel on jirgmised pdhilised omadused:
1) f@)=0f(X)cy,
2) kui A; C Ay, siis f(A41) € [(A2),
3 £ (¢ 4a) =Y fda),

4) f (n4a) €0 /(4a)-
Omaduste 1) ja 2) kehtivus on vahetult selge definitsiooni pah-
jal, omaduse 3) tdestuseks on samavéiirsused

vef(yda) & 3z seyds J@=ye
& Ezinz;Am flz)=p&
& Jadxzed,, flz)=y&
@ Jay€ flda) &y €Y flAa)

Ulesanne. Téestada omadus 4) ja leida niide funktsiconist
ja hulkadest, kus omaduses 4) vordust ei ole. Nipuniide: vaadelda

projek

funktsiooni f mé#iramispiirkonnaks. Oeldakse, et funktsiooni f
viidirtuste piitkond asub hulgas Y. Elementi y = f(z) nimetatakse
elemendi x kujutiseks, elementi z nimetatakse elemendi y originaa-
liks, Kui A C X, siis hulka. f(A) = {y € ¥ | Iz € A nii, et
#=f(z)} = {f(z) € ¥ | z € A} nimetatakse hulga A kujutiseks.

Hulkade originaalidel on jirgmised péhilised omadused:
1) f71@) =0, f4¥) =X,
2) kui By C By, siis f~1(By) C f~'(Ba),

377 (UBa) =UJ M (Ba),
4) 7 (0Ba) =0~ (Ba).
5 fTHYA\B) =X\ f71(B).
Ulesanne. Tdestada originaalide omadused 3)

@
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Kujutise ja originaali jirjestikuse vitmise korral

1) kui A C X, siis A € f7'(f(4)),

2) kui B C Y, siis f(f~1(B)) C B.

{lesanne. Toestada omadused 1) ja 2) ning leida niiited, kus
viimastes sisalduvustes ei ole vordust.

Hulkade kujutistel ei ole originaalide d 5) analoogilist
omadust. Kui niiteks f : X —+ ¥ on konstantne funktsioon, siis
F(A) = {c} (kul A £ 0), FX\A) = {e} (ki 4 £ X) Ja
¥\ f(A) = Y\ {c} ning ei leia aset ei sisalduvus f(X\4) C Y\f(A)
ega ka sisalduvus j(X\A] > }'\f(A) (leui ]r' # {c}). Nagu naems,

on hulkade origi d kui hulkade
omadused, mistottu funktswomde pohiomaduste miiiratlemisel
teistes ilistes di liinides kse rohkem hulkade
originaale.

Ulesanne.” Toestada, et kui AC X, BC¥ ja f: X 2 ¥,
siis f(f1(B)) = BN (X} ja f(A) N B = f(AN [~YB)).

Funktsioone fi: X; = Y ja fa: Xa —+ Y2 nimetatakse vord-
seteks, kui X) = Xa, ¥] = Y3 ja fi(z) = fa(z) iga = € Xi(= Xa)
korral. Seega niiteks funktsioonid sin : )t — IR jasin : R = [-1,1]
loeme erinevateks.

Definitsioon. Funktsiooni f: X — ¥ nimetatakse injektiiv-
seks ehk iiksiiheseks, kui iga paari z1,z2 € X, z; # 73, korral
f(z1) # f(z2) (erinevad elemendid teisenevad erinevateks elemen-
tideks).

Funktsiooni injektii ihendab veel seda, et kui f(z,) =
= f(xa), siis z = z:, samuti seda et uhelgl elemendil hulgast Y
ei ole iile iihe originaali. Injek b seda, et funktsioon

teisendab nii nagu on ndidatud vasakpoolsel joonisel ning parem-
poolsel joonisel toodud olukord ei ole lubatud.

X~ f ¥ X~ f ¥

Niiteks funkts:oan su: IR —+ R ei ole injektiivne, sest sin0 =
= sin, kuid sin : —E | —* IR on injektiivne. Projektorid koor-
dinaattelgedele ei ole injektiivsed. Injektiivne on samasusteisendus
I': X — X, samuti iga substitutsioon, mille defineerimisel injek-
tiivsust noutaksegi.

Ulesanne. Téestada, et funktsioon f : X — Y rahuldab
tingimust

fANB) = f(A)nj(B) VABCX
parajasti siis, kui ta on injektiivne.
Definitsioon. Funktsiooni f: X — ¥ ni kse siirjektiiv-

seks ehk pealekujutuseks, kui f(X) = ¥ ehk kui igal elemendil
hulgast ¥ leidub originaal.

Niiteks sin: R ok [ 1,1 on surje.kmvne, sin : R — IR mitte.

Projektorid del ennle siirji d. Siirjektiivne on

isendus ja iga i Reaalarvuliste liilkmetega

jada a : IN — IR ei ole kunagi siirjektiivne, selle pdhjendame hiljem,

Definitsioon. Funktsiooni f : X — ¥ nimetatakse bijektiiv-

seks ehk iiksiiheseks vastavuseks, kui ta on injektiivne ja siirjektiivne
ehk kui igal elemendil hulgast ¥ leidub parajasti iiks originaal.

Niiteks on bijektiivne funktsioon sin : [— = -] = 4
isendus, iga substitutsioon.

Injektiivset funktsiooni nimetatakse ka injektsiooniks, siirjek-
tiivset funktsiooni siirjektsiooniks ja bijektiivset funktsiooni bijekt-
siooniks.

‘aatleme funktsiooni f : X — V. Hulka {(z, f(z)) |z € X} C
© X % ¥ nimetatakse funktsiooni f graafikuks, teda tihistatakse
G(f).

Mirgime, et esitatud graafiku mdiste {ildistab funktsioonide
[+ R - R graafiku maistet.

Vaatleme funktsioone fy : X Y ja f: X =Y. Siis fi = fa
parajasti siis, kui G(f;) = G(f,), sest

fi=fi & (@) =flz) VzeXs
& (z,fi[@) = (2, fa(z)) VzeX &
& GlfH)=Gf)
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Piiliame vastata jirgmisele loomulikule ki‘mimuse}ci_ millal osa-
hulk G € X x ¥ on mingi funktsiooni f : X =Y ?a.a.ﬁ.k G(f)?

Kui G € X x Y on mingi funktsiooni graafik, siis peavad olema

tingimused:

P’lqv:r g X 3y € Y nii, et (z,y) € G (hulgas G peab olema
Kiillaldaselt paare, et igale elemendile z € X midagi va,f:taks); )

2 (z,) EGA(z) EG=>m =1 (elemendile z € X ei
saa vastata kahite erinevat elementi p1 ja y2)-

i

Seega on tingimused 1° ja 2° tarvilikud selleks, et hulk G € XY

ingi iooni I iisavad, sest kui G
oleks mingi funktsiooni graafik. Nad on ka piisavad,
rahuldab tingimusi 1° ja 2°, siis defineerime funktsiooni f: X =+ Y
jrgmiselt: kui z € X, siis f(z) = y, kus (z,y) € G. On selge, et
seejuures G(f) = G. .

: Niisiis, antud hulkade X ja Y korral on olemas loomulik iiks-
iihene vastavus (bijektsioon) kdigi funktsiconide f: X il Y hulga
ning kdigi tingimusi 1° ja 2° rahuldavate osahulkade G C X x Y
hulga vahel.

Ulesanne. Niidata, et kui f, : X —+ ¥ ja fo: X 2 ¥, siis
G(f1)UG(fz) (samuti G{fy) N G(f2)) on mingi hulgal X mékratud
funktsiooni graafik parajasti siis, kui fi = fa.

Definitsioon. Funktsiconide f : X = ¥ ja g : Y — Z kor-
rutiseks ehk kompositsiooniks nimetatakse funktsiooni g, f:X=Z
mis mairatakse vordusega

(af)(2) = glf(z), zeX.
Funktsiconide f ja g korrutist tihistatakse ka go f.

3 .

Definitsiooni kohaselt on funktsioonide l-cnrrul.nmin.e uen_n‘in jir-
jest rakendamine. Juhime tahel u sellele, et ,I s kor-
rutamine on viimalik, kui funktsiooni g miiiramispiirkond ¥ on
selline hulk, kuhu kuulub funktsiooni f vadrtuste piirkond.
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Mirgime, et matemaatilise analiilisi kursuses nimetatakse
funktsioonide kompositsiconi liitfunktsiooniks.

Lause, Kui f: X =+ Y, 9:Y 2 Zjah:Z - W, siis
h(gf) = (hg)f (Funktsioonide korrutamine on assotsiatiivne).

Téestus. Kuna gf : X =+ Z ja h: Z —+ W, siis saab moodus-

tada korrutise h(gf), samuti f : X = Y ja hg : ¥ — W lubavad
moodustada (hg) f. Kui niiiid z € X, siis

(h(gf))z) = h({gf)(z)) = h{g(f(x)),
((hg)f)(z) = (hg)(f(x)) = h{g(f(z))).
millest saamegi vorduse h(gf) = (hg)f.

Uldiselt gf # fg, sest kui f: X =+ Y jag:Y — Z, siis saab
vaadelda kiill korrutist gf, aga kui Z ¢ X (tipsemalt, g(Y) ¢ X),
siis o eksisteeri fg. Vordust gf = fg ei tarvitse olla isegi siis,
kui f: X =+ X jag: X =+ X, niiteks kui a,b € X, a # b, siis
konstantsete funktsioonide f(z) = a, z € X, ja g(z) = b, = € X,
kortal (fg)(2) = f(g(z)) = a, (9f)(z) = 9(f(2)) = b, s.t. of # fg.

Se ei ole funktsioonide korrutamine kommutatiivne.

Ulesanne. Uurida, kas substitutsioonide korrutamine on kom-
mutatiivne,

Lause, Kui f: X = Y jag:Y — Z on injektiivsed, siis
uf : X = Z on ka injektiivne.

Téestus. Olgu z, # 5. Siis funktsiooni f injektiivsuse téttu
Jlxy) # f(z2). Sellest aga jireldub funktsiooni g injektiivsuse tottu
o(f(z1)) # g(f(z2)) ehk (gf)(z1) # (9f)(za).

Lause. Kui f: X =+ Y jag:Y — Z on siirjektiivsed, siis ka
af : X = Z on siirjektiivne.

Taestus. Valime vabalt z € Z. Siis g siirjektiivsuse tottu leidub
u € Y nii, et g(y) = z. Niiiid f siirjektiivsuse tottu leidub x € X
nii, et f(x) = y. Seega (gf)(z) = g(f(x)) = g(y) = z, mis iitleb, et
af on siirjektiivne.

Jireldus. Kui f: X +Y jag:Y — Z on bijektiivsed, siis ka
af: X = Z on bijektiivne.
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Kui funktsioon f: X — ¥ on bijektiivne, siis saab defineerida
poérdfunktsiooni f~': ¥ — X, mis igale elemendile y € ¥ seab
vastavusse tema originaali z € X funktsiooniga f teisendamisel, s.t.

[ =zsy=fz).

Kui aga funktsioon f: X — Y el ole bijektiivne, siis niiviisi funkt-
siooni f~1: ¥ =+ X defineerida ei saa (kui f ei ole siirjektiivne, siis
leidub y € Y, millel pole originaali; kui aga. f ei ole injektiivne, siis
leidub y € ¥, millel on rohkem kui iiks originaal). Seega viiljendid
wfunktsioon f: X — Y on bijektiivne”, ,eksisteerib potrdfunktsioon
F7': ¥ = X" ja, funktsioon f: X = ¥ on péératav” on kéik sama
tihendusega.

Eespoo] kasul.as)me hulga B nngmaa.h F7Y(B), mis ei ndudnud
poirdf s lu. Kui aga ek ib pbi }

F, siis sama kirjutis f~1(B) tihendal kn hulga B kujutist funkt-
siooniga f~!. Kahemattelisust siin siiski ei teki, sest molemad hul-
gad iihtivad:

£71(B) (hulga B kujutis funktsiooniga f~) =
={/"weX|yeB}=
(tahistame f~'(y) =7 ehk y = f(z))
={ze X |f(z) e B} =
= f7'(B) (hulga B originaal funktsiooniga f).
Péoratava funktsiooni f: X — ¥ korral f~'f = Ija ff~' =1,
sest vordustest f(z) = y ja f(y) = = saame (f~'f)(z) =
=W =z (W) =) =y

Teoreem. Kui f: X +Vjag:Y = Xninggf=1Ijafyg=1,
siis eksisteerib f~! ning f~! = g.

Téestus. Funktsioon f on injektiivne, sest kui f(z) = f(r2),
siis 1 = (9f){=1) = g(f(=1)) = g(f(za)) = (9/)(22) = 73. Funkr-
sioon f on siirjektiivne, sest iga y € ¥ korral f(g(y)) = (Jo)(u) = v
(seega elemendil ¥ € ¥ leidub originaal g(y) € X). Niisils, / on
bijektiivne, mis tihendab, et eksisteerib f~'. Peale selle,

=N =U"g=9
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Jiireldus. Kui f on pooratav, siis ka f~' on pébratav ning
¢ =1

T ks k teoreemi TR =
(s.t. teoreemis esinevaks funktsiooniks f on siin f~! ja funktsiooniks
g on siin f).

Ulesanne. Toestada, et kui f; X — ¥ jag:Y =+ X korral
gf = I, siis f on injektiivne ning g on siirjektiivne.

Teoreemi formaalseks iildistuseks on

Lause. Kui f: X =+ Y, g1:Y = X ja g: ¥ =+ X korral
of =1Tja fgg = I (sel juhul deldakse, et funktsioonil f on ole-
mas vasakpoolne pordfunktsioon g ja parempoolne poSrdfunkt-
sioon gz), siis eksisteerib f~': ¥ — X ning 1 =g, =

Taestuseks paneme ta.hele et uluaand.ua mudud vilite abil saame
eelduse esi i J inje , teisest funk-
tsiconi f siirjektiivsuse, vmles esinevad vordused aga saadukse nagu
teoreemi testuseski.

Lause, Kui f: X =+ Y ja g: Y — Z on pobratavad, siis on
pdratav ka 9f: X —+ Z ning (9f) ' = f~"g7".

Tdestus. Eespool toestasime funktsioonide korrutise bijektiiv-
suse, kui tegurid on bijektiivsed, seepirast jiib tdestada viimane
vordus, Saame

WNUg ) =9 e =097 =1,
Ut ™ef) = et f =1 =1
misjirel kasutame teoreemi.

Juhime tihel sellele, et varreldes k isega g f rakendu-
vad  péordfunktsioo-
nid teises jirjekorras
f7'g7', mida on

illustreeritud  korval-
oleval joonisel.
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Ulesanne. Olgu hulgas X m elementi ja hulgas ¥ n elementi.
Kui palju on erinevaid funktsicone, injektsioone, siirjektsioone ja
bijektsioone f: X — ¥?

§6. Hulga karakteristlik funktsioon

Olgu X universaalne hulk.

Definitsioon. Hulga A C X lkarakteristlikuks funktsiooniks
nimetatakse funktsiooni xa: X = {0,1}, kus
1, kuizeA,
xalz) = { 0, kuizeX\A

Niisiis, igale hulgale A C X on seatud vastavusse tema karak-
teristlik funktsioon, iiks funktsioonidest y: X —+ {0,1}. On selge, et
erinevatele hulkadele vastavad erinevad funktsioonid, s.t. vastavus
on injektiivoe.

Olgu antud funktsioon x: X —= {0,1}. Vaatleme hulka 4 =
= {z € X | x{z) = 1}. Kuiniid z € 4, siis x(z) = 1, kui
agar € X \ A, siis x(z) = 0, seepirast x = Xa. Sellega oleme
naidanud, et vaadeldav vastavus hulkade A C X ja funktsioonide
x: X — {0, 1) vahel on bijektsioon.

Koigi hulgast X hulka Y tegutsevate funktsioonide hulka
(f| [+ X — Y} tihistatakse V¥, Sellega kooskdlas kirjutatakse
(x | x: X = {0,1}} = {0,1}* = 2%, kusjuures viimane tihis

iimboliseerib hulga {0,1} lamist tema ide arvuga 2.
Samuti tahistatakse hulga X koigi osahulkade hulks

P(X)={A|ACX)=2",

mis on digustatud eespool vaadeldud liku bijektsiconiga P(X)
ja {0,1}% vahel, Samadel kaalutlustel nimetatakse hulka P(X)
hulga X potentshulgaks.
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Hulga karakteristlikul funktsioonil on jirgmised dused

1) xalz)xa(x) = xalz),

2) xans(z) = xa(z)xn(z) = min{xa(z), xz(2)},

3) xaue(z) = xalz) + x8(2) ~ xalz)xn(z)
= max{xa(z), xa(z)},

4) xa\s(x) = xalz) — xalz)xs(z),

5) xolz} =0, xx(z) = 1, xar(z) = xx\alx) =1 - xalz),

6) xaxn((z,¥)) = xalz)xn(¥).

Vordus 1) jéreldub iiksnes sellest, et 0-0 = 0jal-1 =1
Omaduse 2) tdestamisel vitame arvesse, et vaib esineda 4 erinevat
voimalust:

Xalz)=0 ja xs(z) =0,
xalz)=1 ja xs(z)=0,
xalz)=0 ja xs(z)=1,
Xalz}=1 ja xs{z)=1
Siit jareldub, et
xalz)xa(z)=1 & xalz)=1Axp(z)=1¢
& zEAANZEB®
& r€ANB < xans(z) =1,

millest omakorda saame, et
xal=)xs(=) =04 xanplz) =0.
Analoogiliste aruteludega t5 kn teised omadused
Ulesanne. Tdestada omadused 3) ja 4).

Ulesanne. Avaldada xaap funktsiconide x4 ja x5 kaudu.

N?gu niigime, on hulgad ja nende karakteristlikud funktsioonid
jekti . See asjaolu véimaldab toestada hulkad,
helisi vérdusi, ndidates vastavate karakteristlike funktsioonide
vordsust.




Niide. Téestame, et (AUB)NC =(ANC)U(BNC). Uhelt
poolt

X(AuBynC = XAuBXC =
(xa +x8 = Xax8)Xc =
XAXC + XBXC — XAXBXC:

I

Teiselt poolt
X(AnC)uBnc) = Xanc +XBnC — XAnCXBnC =
= XAXC + XBXC ~ XAXCXBXC =
= X(AuB)NGH
sest x} = xe-

Ulesanne, Toestada, ct
(ANB)U(A\B) = A
(A\B)\C = (A\C)\ (B\C),
(AUB)xC = (Ax C)U (B x C).

§7. Seosed

Definitsioon. Seoseks hulkade X ja ¥ vahel nimetatakse mis-
tahes osahulka otsekorrutises X x Y.

Kui R C X x Y, siis asjaolu, et (z,y) € R, mirgitakse ka z/ly
ning Geldakse, et z ja y on seoses R. Monikord deldakse osahulga R
kohta, et see on seose graafik.

WNaited. 1. Olgu X = ¥ = . Defineerime, et zfy, kui z =y,
st R={(z,z) | z € R}. See seos
on sirge, mis poolitab telgedevahe-
lise nurga.

y

2. Olgu X =¥ =R, BR={(z,y) | € y}. See hulk on

" kujutatud korvaloleval joonisel.

3. Olgu X =Y = i, R={{z,y) | #* +y = 1}. See seos on
joonisel kujutatud ringjoon. Nieme,
v ¢t niiiteks arv 2 ¢ ole dhegi teise
Arvuga seoses.

4. Olgu X tasandi kdigi punktide hulk ja ¥ koigi samal tasandil
asuvate sirgete hulk. Defineerime siin, et zRy, kui punkt z asub
sirgel y.

5. Olgu X =Y — samal tasandil asuvate sirgete hulk ning
zRy, kui sirged z ja y on paralleelsed vai iihtivad.

6. Olgu X =Y — maakeral elavate inimeste hulk ning zRy,
kui inimestel = ja y on iihised vanemad.

7. Olgu : X = Y. Defineerime R = G({),
t. 2Ry, W (o) € G = ({5, 1) | & X, Seogn 5Py
parajasti siis, kui y = f(z). Vaadeldaval juhul raégitakse funktsio-
naalsest seosest, samuti Geldakse, et funktsioon on seose erijuht.

Seosest B C X x X riagitakse kui seosest hulgas X. Tutvume
jargnevas monede taolisi seoseid puudutavate moistetega.

Seost R nimetatakse refleksiivseks, kui 2Rz iga z € X korral.

Refleksiivsed on seosed niidetes 1, 2, 5 ja 6.

Seost R nimetatakse siimmeetriliscks, kui 2Ry = yRz.
Siimmeetrilised on seosed niidetes 1, 3, 5 ja 6.
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Seost R nimetatakse antisimmeetriliseks, kui zRy A yRz =
z=y.

‘Antisimmeetrilised on seosed néidetes 1 ja 2.

Seost R nimetatakse transitiivseks, kui Ry AyRz = zRz.

Transitiivsed on seosed niidetes 1, 2, 5 ja 6.

Ulesanne. Tdestada, et kui seos on siimmeetriline ja antisiim-
meetriline, siis ta on transitiivne.

{llesanne. Taestada, et scos on refleksiivae, sitmmeetriline ja

sl (eelmise de pohjal ka transitiivne) parajasti
siis, kui ta on Ghikseos I = {(z,7) |z € X}

Kuna seosed on hulgad (otsekorrutise X x ¥ osahulgad),
saab radkida seoste iihendist, ithisosast, vahest, tdiendist hulgani
XxY.

Seose R C X xY podrdseoseks nimetatakse seost R~ € Y x X,
mis méiratakse samavadrsusega

yR 'z & zRy
ehk

(7)€ R & (zy) € R

Nagu néieme, on igal seosel olemas pbirdseos. Seega on ka
igal funktsioonil kui seosel olemas pbirdseos, mis ci tarvitse alati
funktsioon olla. Piifiame selgitada, millal funktsiooni f: X -+ Y
pdirdseos on funktsioon, mille ‘midramispiirkond on ¥ ja viliirtused
kuuluvad hulka X.

Vaatleme funktsiooni f: X = Y ja tema graafikut G(f) =
= {(=, f(x)) | z € X}. Graafiku poirdseos on G~ (f) = {(flz)2) |
z € X} €Y x X. Eespool nigime, ct hulk G € X x ¥ on mingi
funktsiooni graafik parajasti siis, kui on tiidetud tingimused

1°¥z e X 3y €Y nii,et (z,4) €G;

2° (1) EG A (2,u2) € G = 41 =t
kendades seda poo , voime oelda, et
G~'(f) on mingi funktsiooni graafikuks parajasti siis, kui

1° ¥y € Y 3z € X nii, et (y,5) € G-1(f) chk (z.y) € G(f)
ehk y = f(z), mis tihendab funktsiooni f siirjektiivsust;

2° kui (f(z1),7) € G (), (flza),22) € G7(S) Ja flma) =
= f(z2), siis 1 = z2, mis tihendab funktsiooni £ injektiivsust
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Scfga, G~'(f) on mingi funktsiooni graafik parajasti siis, kui
£ on bijektiivne chk eksisteerib f~!. Arvestades veel samavidrsust
Uy} =z & y = f(z), saame, et

G = {U()a) |z € X} = {w S W) Iy eV} =G ),

pé ratava funktsiooni f podrdscos on poordfunktsioon f~'.
s, poardseose méiste iildistab péordfunktsiooni moistet.

Seoste R € X x ¥ ja § C Y x Z korrutiseks nimetatakse seost
SRC X x Z, kus

SR={(z,2)| 3y € Y nii, et (z,y) € RA(y,2) € S}
Vahel kasutatakse ka tihist S o R.

Ulesanne. Toestada, etscose R C X xV ja {ihikseose J: X — X
korral RT = R, iihikseose I: ¥ = Y korral IR = R

N?iit.ame, et funktsioonide kui seoste korrutis iihtib nende kui
ide korruti Vaatleme funktsioone f: X = Y ja

‘q:.Y —+ Z. Elemendi z € X ainus paariline seoses G(f) on f(z) € ¥,

viimase ainus paariline seoses G(g) on g(f(z)) € Z, seepirast

funk

G@G(f) = {(=.2)|3yeY (zy) € GUNA W 2) €Cla)} =
= {@g(f@@) | = € X} =Glgf).

Seega seoste korr istehe iildistab funktsioonide kor: istel
Mérgime, et seoste korrutamisel véib juhtuda, et R #0ja
S #0, aga SR = 0. Nai-
ks X =Y =Z =R

v z
R s
korral joonisel toodud
seoste S £ Qja R #0
korrutis SR = @, sest
| x

(z,y) € R korral y > 0,
| ¥ aga (p,z) € S komal
y<0.
Lause. Kui RCX xY,ScY x ZjaTCZxW,siis

(SR~ =R"157!
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T(SR) = (I'S)R.
Tcitiisehs on fixgmised ahelad:

(z,2) € (SR & (z2)€SRe

& JyeY (ry) eRA(m2)ESH

& IyeY @reRA(=nES " @
& JyeY(ny)eS ' A(nrER &
-

(z,7) € RS,

(z,w) € T(SR) 3z € Z (z,2) € SRA(z,w) €T &
& 3JzeZIyeY (my)eRA(2)ESA(zw)eT &
& JyeY (ry)eRA(pw)eTS &
& (z,w) € (TSR

Tlesanded. 1. Leida arvupaarid, mis kuuluvad seosesse
{zy) € ZxZ|z+y=m1})

2. Kujutada graafiliselt seost {(z,y) € R x @t | 2] =
] tiihistab arvu z tdisosa, s.t. [z] € Z nii, et o] € = < [2]

3. Toestada, et

R on refleksiivie < I C R,

R on simmeetriline & R~' C R,

R on antisiimmeetriline & RN R~ C 1,

R on transitiivne <& RR C R.

] = [y}, ks
+ 1.

4.* Toestada, et seos R C X x ¥ on bijekisioon hulkade X ja ¥’

vahel parajasti siis, kui RT'R=1: X & X ja RR'=0:Y Y

§8. Ekvivalentsusseos ja klassijaotus

Meenutame, et osahulla R C X x X nimetatakse seoseks hul-
gas X.

Definitsioon. Seost R hulgas X nimetatakse ekvivalentsus-
seoseks, kui ta on

1° refleksiivne, s.t. kui zRz ¥z € X;

2° siimmeetriline, s.t. kui zRy = yRz;

3° transitiivne, s.t. kui 2Ry A yRz = zRz.

Kui R on ekvi ja xRy, siis Geldakse, et el
z jay on ekvivalentsed (seose R jirgi).

Niited. 1. Suvalises hulgas X olgu xRy, kui z =y (s.t. R =
={(z,z) | T € X} = I: X - X). Seega vordus ehk iihikseos
on ekvivalentsusseos. Ta on iihtlasi kéige kitsam ckvivalentsusseos,

sest ta on iga ekvi (kui refleksiivse seose) osahulk.
2. Uhel ja samal tasandil asuvate sirgete hulgas loeme Ry,
kui sirged z ja y on paralleelsed voi iihtivad.
3. Maakeral elavate inimeste hulgas loeme 2Ry, kui inimestel
= ja y on iihised vanemad (nad on ded-vennad).

4. Olgu X mingite hulkade hulk (nditeks P(IV) visi
{ACH|A onldplik}). Hulgad 4 € X ja B € X olgu seoses R
(s:t. (A,B) € R), kui eksisteerib bijektsioon f: A — B. Seos R on
ekvivalentsusseos, sest.

1° I: A— A on bijektsioon, s.t. (4,4) € R;

2° kui (A, B) € R, s.t. cksisteerib bijektsioon f: A - B, siis
f~': B = A on bijektsioon, s.t. (B,A)€ R ;

3° kui (4,B) € R ja (B,C) € R, s.. eksisteerivad bijeki-
sioonid f: A —+ B ja g: B = C, siis gf: A - € on bijektsioon, s.t.
(4,C)eR.

Eelmises paragrahvis esitatud flesannete pohjal voime oelda,
et kui ekvivalentsusseos on antisii siis on ta vordus ehk

Ulesanne.* Toestada, et kui R ja § on ckvivalentsusseosed, siis
SR on ekvivalentsusseos parajasti siis, kui SR = RS. Leida niide
ekvivalentsusseostest R ja § (samas hulgas X), kus SR # RS.
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Definitsioon. Klassijaotuseks mittetiihjas hulgas X nimeta-
takse hulkade siisteemi {X,,a € A}, mis rahuldab tingimusi: iga
a € Akorral X, # 0, LGJAX“ =X, Xa#Xs=2XanXg=0.

a

Miirgime, et tingimuse LEJAX, =X tottu X, C Xigaa€ A
a
korral. Seega téhendab klassijaotus hulgas, et tema kéik elemendid
on grupecritud paarikaupa mitteldikuvateks osahulkadeks.

Naited. 1. Hulga X kéik iiheelemendilised osahulgad {{z} |
z € X} moodustavad klassijaotuse, sest {z} # 0, _gx{:} =%
[z} # {¥} (5t. = # y) = {z} N {y} = 0. Sec on koige peenem
klassijaotus hulgas X

2. Siisteem { X'}, mis koosneb iihest hulgast X, on kdige jime-
dam klassijactus hulgas X.

3. Siisteem {[k,k+ 1),k € Z} moodustab klassijaotuse Thulgas
Rysest U [k k+ 1) = Rooing [6,k+ D00+ 1) = B, kui & £ 1.

4. Tasandi ” kui punktihulga klassijaotuse moodustab koigi
omavahel paralleelsete sirgete
X, Slsteem {Xo}, sest U X, = B2
(kdik sirged iihtekokku katavad
terve tasandi) ja X, N X =0,
X, kvl Xa # X; (paralleelsed sir-
ged ei l6ikn).

Mirgime, et iildiselt me ei eelda klassijaotuscs, et X, # Xg,
kui @ # 5. Hulga X klassijaotused {X,} ja {Xs} loeme vordseteks,
kui iga X, korral leidub X nil, et X5 = X,, ja vastupidi, iga Xs
korral leidub X, nii, et X, = Xg. Niiteks kui X on hulk ja X, = X,
Xy = X, siis siisteem {X;, X4} on sama klassijaotus, mis {X).

Lause. Klassijaotused { X} ju { X3 Jiihtivad, kui iga Xa korral
leidub Xy nii, et X5 = X,,.

Téestus. Valime vabalt Xg. Olgu 7 € Xg. Et z € X, siis
EX, = X tdttu leidub X, nii, et z € X,. Leiame X nii, et
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Xgr = Xq. Siis € X5N X, seega Xz Xg # 0. Sellest jareldub,
et Xp = Xg ehk Xo = X5,

Teoreem. Mistahes mittetiihja hulga koigi ekvivalentsusseoste
hulga ja kdigi klassijaotuste hulga vahel on olemas loomulik iiksiihe-
ne vastavus.

Toestus. 1) Olgn hulgas X antud ekvivalentsusseos R. Mista-
hes elemendi z € X korral defineerime hulga X, = {y € X | yRz}
~— see on kdigi elemendiga x ekvivalentsete elementide hulk. Naita-
me, et {X;,x € X} on klassijaotus. Kdigepealt, r € X,, sest alati
zRz,seega X, #0. Et {r} C X, C X, siits'le.JX{z} of :Ex X.cXx,
kuid ,gx{:} = X, scepirast :LEJ‘{Xz = X. Vaatleme kahte hulka
X, ja X,. Olgn X, N X, # 0. Siis leidub z € X, N X,, 5. z€ X,
ja z € Xy, ehk 2Rr ja zRy. Kui niiid w € X, siis wRz, kuid
wRe = whz = wRy = w € Xy, mistottu X, C X,. Analoogiliselt
saame, et X, C X, st. X; = X,. Sellega oleme niidanud, et
XanXy # 0= X; = X, Seepiirast, kui X, # X, siis X;nX, = 0.

2) Olgu hulgas X antud Klassijaotus {X,, € A}. Defineeri-
me seose R C X x X, kus zRy < Ja nii, et € X, Ay € X,
(leidub selline hulk X, kuhu kuuluvad mélemad elemendid = ja
y). Niitame, et saadud seos R on ekvivalentsusseos. Seos R on
refleksiivne: iga x € X korral Rz, sest g Xo=XningzreX

@
tottu peab element z vihemalt fihte hulka X, kunluma. Seos R on
siimmeetriline: kui xRy, s.t. * € XoAy € X, siis y € XoAz € Xa,
s.t. yRz. Seos R on ka transitiivne: kui xRy ja yRz, siis z,y € X,
jay,z € Xg, mistdttu y € X, jay € Xg, s.t. XoN Xz # 0. Kuid
siis Xo = Xg, mistottu r,z € X, ehk zRz.

3) Eespool toestasime, et kui f: X — Y ja g: ¥ = X on sellised,
etgf =Ija fg = I, siis funktsioon f on bijektsioon. Kasutame seda
tulemust olukorras, kus X on hulga X kigi ekvivalentsusseoste hulk,
Y on hulga X kaigi klassijaotuste hulk, funktsioon f on tdestuse esi-
meses osas ja funktsioon g tdestuse teises osas defineeritud vastavus.
Téestuse l6petamiseks veendume, et gf =T ja fg=1.

Vaatleme hulgas X antud ekvival R. Talle seadsi
thestuse osas 1) vastavusse klassijaotuse {X;,z € X}, kus X, =
= {y € X | yRr}. Kui niliid Klassijaotuse {X,,z € X} korral
defineerida nagu osas 2) seos R, siis




rRyy + 3z il etzeX:AyEX: &
& Jzni, et zRzAyRz &
« zhy,
mistottu By = R. Seegagf = 1.

Olgu hulgas X antud klassijaotus {X,,a € A}. Talle vastah
ekvivalentsusseos R, kus zRy « Ja nii, et 7,y € X, Kuid siis
X,={ye X |yRe} = e X | Janii, ey, v € Xa} =
={yeX|y€eXa} (Ieidnhparajastiﬁkahulkx etz € Xa)=
= X, mis tihendab teoreemile eelnenud lause pohjal, et klassijao-
tused {Xa,o € A} ja {Xs 2 € X) iihtivad. Seega fg=1I.

Teoreem on tdestatud.

Mirgime, et i viiidetud | likkus on hin-
nang toestuse kiigus konstrueeritud vastavusele.

Kui R on ekvivalentsusseos hulgas X, siis hulki X, =
={y€eX|yRz}, z€ X, nimetatakse ekvivalentsiklassideks.

Niitame veel, et X; = X, patajasti siis, kui 2Ry. Kul Xe =Xy,

giis r € Xz = X, annab, et zRy. Teiselt poolt, kui zRy, siisz € X,
ning arvestades ka sisalduvust = € X, nfieme, et X;NX, # 0. Kuid
siis Xo = Xy-
Naited, milles lelame juba esinenud ekvivalentsusseostele ja
i e loomulikult vastavad ij d ja ekvival

EEBSEE‘

1. Suvalises hulgas X antud vordusseosele, s.t. seosele z Ry, kui
z = y, vastav klassijaotus koosneb hulkadest X, = {y € X |yRz} =
={yeX|y=g}= {z}, z € X. Seega vastab vordusele
kui kbige kitsamale ekvivalentsusseosele koige peenem klassijaotus
{{z},z e X}

2. Vaatleme hulgas X iihehulgalist Klassijaotust {X}. Talle
vastava ekvivalentsusseose R korral

cRye® s €XAYE X (leidub ainult iiks hulk klassijaotuses,

Youhu mlemad el did z ja v kuulivad)
& (z,y) € X x X,

Seega antud jubul R = X x X, s.t. kbige jimedamale klassijaotusele
{X} vastab koige laiem ekvivalentsusseos X x X.

3. Vaatleme koigi iihel ja samal tasandi i
H il asuvate sirgete hu
i;:;t Ré"kusYzRy ?ahendab, et sirged z ja y on paza]gieelwdlg?;
ivad. Siis Xz = ¥ € X | yRz} = {y € X | y iihtib si
::t \:éi:n temag,.a paralleelne}. Klassijaotus {X,,x‘e X} :ah::;ﬁ[ﬁ:a
et tasandil asuvad sirged on jaotatud omavahel pa.ralleelseté
sirgete klassidesse.

== \\

4. Vaatleme tasandil B* antud klassij

- jaotust {Xa,a € A}, k

punktihulgad X, on paralleelsed sirged. Vastava ekvi:»;.lemsus};eo:z
korral zRy < Janii, et z,y € X,,

X mils tiahendab, et tasandi punktid
@ jayon ekvivalentsed parajasti

X siis, kui nad kuuluvad samale sir-
gele X,.

5. Ulesanne. Leida hulga R klassij
i Seannos Leld! g assijaotusele {[k,k+1),k € Z}
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§9. Faktorhulk, kanooniline kujutus ja
funktsioonide faktoriseerimine

Delinituinnn Hulsa X faktorhulgaks temas antud ekviva-
! R jirg kse kdigi ckvivalentsiklasside hulka
{X.|z€ X}, faktorhlka, cahistatalse X/[R.

Mirgime, et erinevatele elementidele vastavad ekvivalentsiklas-
sid voivad iihtida, s.t. z # y korral véib olla X, = X,. Faktorhulga
clementideks voetakse vordsete ekvivalentsiklasside seast ainult iiks.

Niited. 1. Kui hulgas X vaadelda ckvivalentsusseosena R
vordust, s.t. zRy & = =y, siis X/R = {{z} |z € X}.

2. Tasandi X = R® punktid ¢ = (z1,22) ja vy = (y1.12)
loeme ekvivalentseteks, kui nad asuvad samal vertikaalsel sirgel,
s.l. zRy, kui z; = y; (see on eri-
juht eelmise paragrahvi nitest 4).
Sis X = {y € X | m = =}
on koigi punktide hulk, mis asu-
vad punktiga z iibel ja samal ver-
tikaalsel sirgel, ehk punkti x libiv
vertikaalne sirge. Faktorhulk X/R
koosneb siin koigist vertikaalsetest
z girgetest.

yapeoo y= (g, 1)
Tapeeoon) 2= (21, 72)

Olgu hulgas X antud ekvivalentsusseos R. Sellega on midratud
ka faktorhulk X/R . Kanooniliseks kujutuseks nimetatakse funkt-
siooni x: X - X/ R, mis defineeritakse vérdusega x(z) = Xz, 7 € X,
st igale elemendile 2 € X seatakse vastavusse temaga ckviva-
lentsete elementide hulk.

Kanooniline kujutus on siirjektiivne, sest faktorhulga elemendi
X, originaaliks sobib element r € X. Kanooniline kujutus ei tarvitse
olla injektiivne, sest kui z,y € X, z # y, siis k(x) = X, ja
k(y) = Xy, kuid y € Xz ja y € X, tottu Xz N X, # O, millest
jareldub, et X, = X,.

Olgu antud funktsioon f: X —+ Y. Defineerime hulgas X seose
R, kus

T Rzy & fz1) = f(za).
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Seos R on ekvivalentsusseos, sest
° flz)=flz) > zRsVze X,
2° i Azy = flm1) = flxz) = f(22) = fl21) = 22 Ry,
3° 21 Rey AwaRey = f(z1) = fxa) A flxa) = flas) =
= f(z1) = f{za) = =) Rxs.
Vaadeldavat seost nimetatakse funktsiooni f tuumaks ja tihis-
tatakse Ker f.

Ullesanne. Leida kanoonilise kujutuse x: X — X/R tuum
Ker .

Ulesanne. Olgu hulgas X m elementi ja hulgas ¥ n elementi,
seejuures m > n. Niidata, et koigi siirjektsioonide f: X — ¥ arv
on nlk, kus k on hulga X kéigi n klassist koosnevate klassijaotuste
arv.

Teoreem (funktsioonide faktoriseerimisteoreem). Iga funkt-
siooni f: X — ¥ korral leidub funktsioon g: X/Ker f =+ Y nii, et

f = gx, kus x: X =+ X/Ker f on kanooniline kujutus. Funktsioon
g on injektiivne ja iiheselt mairatud.

Téestus. Defineerime funktsiooni g: X/Ker f — ¥ vordusega
9(X:) = flz), X, € X/Ker f. Nagu niieme, tuleb siin g(X,)
viiirtuse madramisel kasutada elementi z, seepirast tekib definit-
siooni korrektsuse kiisimus: kui X, = X, siis definitsiooni kohaselt
9(Xz,) = flm), kuid kas g(X,,) = 9(X.)? Kui Xy, = X,, siis
zi(Ker f)z ehk f(z1) = f(z), mis nditab, et funktsiooni g viirtused
hulga X/Ker f elementidel on iiheselt mairatud. Seejuures
(gr)(z) = g(x(z)) = g(X) = f(z), zEX,
aeega f = gk.
Niitame, et g on injektiivne. Olgu g(X:,) = g(X.,), st
flz1) = f(za). Siis z1(Ker f)xo, mistdttu X, = X,,
Toestame 16puks funktsiooni g fihesuse. Dlatame et leidub veel
g1 X/Ker f = ¥ nii, et f = gyx. Siis
ak=gc & (qa)(z)=(gx)(z) YzeX &
< ails(z)) = g(x(z)) VzeX &
< nlX:)=g(X,) VreXe
© 0(X:) =9(X:) VX, € X/Kerf&
S =g

Teoreem on toestatud.
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Teoreemis toodud funkisiooni f teguriteks lahutust chk fak-

toriseerimist illustreerib karvalolev dia-

i L gramm, kus hulgast X hulka ¥ voib lii-

)& 7 kuda kahte teed médda, molemal juhul
X/Ker f saame sama tulemuse.

Ulesanded, 1. Olgu f: X = Y, qui: ¥V =+ Zjage. ¥ + Z.
Niidata, et kui g, f = gaf ja f on siirjektiivne, siis g1 = g2

2. 0lgufi: X =¥, fu: X 5 ¥ jag: Y — Z. Niidata, ct kui
af1 = gf2 ja g on injektiivne, siis fi = fa.

§10. Hulga véimsus

Meenutame, et Ioplikuks nimetasime bulka, mille elementide
arv on naturaalarv. Kahe l6pliku hulga korral loeme selle hulga,
milles on rohkem elemente, suurema véimsusega hulgaks. Samuti
on loomulik pidada iga 16pmatu hulga véimsust suuremals mista-
hes lapliku hulga voimsusest. Edaspidi piiiame elementide koguselt
vorrelda 6pmatuid hulki.

1. Vérdse véimsusega hulgad. Paneme tihele, et kui ka-
hes 1aplikus hulgas on vérdne arv elemente, siis saab nende vahel
korra.ldada iiksiihese vastavuse: kui mubeks A= {ay,...,aa.) ja

= {by,...,bp}, siis f: A= B, fla) = ,n, on bijekt-
sioon. Kui agu niiteks A ={ay,. Lbp}jam<n,
siis funktsioon f: A =+ B, f(a;) ‘m, on injektsioon,
kuid mitte siirjektsioon. Samal a]al Bl leidu m_|e tsiooni g: B —+ A.

Definitsioon. Utleme, et hulgad A ja B on sama véimsusega,
kui eksisteerib bijektsioon f: A =+ B.

Mirgime asjaolu, et hulgad A ja B on sama voimsusega, kir-
jutisega A ~ B; deldakse ka, et hulgad A ja B on ekvivalentsed. See
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;.m pohjendatud, sest nagu négime eespool, on taoline seos ekviva-
lentsusseos mistahes hulkade hulgas. Seega 4 ~ A iga hulga korral
AS Do Dot A AT g 4 tea g koral,

Niited. 1. Olgu A = IV ja B = {2,4,6, } - koigi i
i ,4,6,... igl paaris-
a.wude hulk. Siis f: A =+ B, f(n) = 2n, n € N, on bijekt-
sioon. Seega naturaalarvude hulk ja paarisarvude hulk on sama
voimsusega.
2. Ka hulgad IV ja Z on sama vbimsusega, bijektsiooniks
f:IN = Zon
n
3 kui n on paaris,

Imy=93 ",

, kuin on paaritu.
Populaarselt vGiks delda, et tdisarve on sama palju kui naturaalarve.
3. Hulgad JR? ja € on sama véimsuscga, sest mdlemaid saab

seada bijektiivsesse
vasta
yh (z,y) € R? v’—'ﬁ- iyel punktT;::a tasand]
[~ =

4. Vaatleme laike [a,d] ja [c, d] kusa<bjaec<d. Buektmnom

£+ le.b] = [c,d] saab iliselt korraldada ji
a b
e d
kyl:klﬁigud on e;—iam kui loigud on sama
pikkusega, projekteerime ikks i il
trentraaloelt Paratlony e

Analiiiitiliselt korraldab selle vastavuse lineaarne funki
_([d=c)z+bc—ad : skl
= et
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Margime, et sama valemiga on antud ka bijektsioon
f:(a,b) = (e,d).

Niisiis, omavahel on ekvivalentsed kaik loigud, aga ka kdik va-
hemikud.

5. Vahemiku (a,b) ja sirge IR vahel saab geomeetriliselt ko-
rraldada bijektsiconi jargmiselt: vertikaalprojekteerimisega korral-
dame vastavuse vahemiku ja
poolringjoone vahel, secjirel
tsentraalprojekteerimisega
poolringjoone ja sirge vahel.
Bijektsicon on ka funktsicon
tan: (—I.E) = R.
2°2
a

6. Eelmises niites esitatud ideega saab korraldada bijektiivse
vastavuse lahtise ringi (néi-
reks {(r,y) | 22 +v? < B°})
ja tasandi i’ vahel, projek-
teerides ringi vertikaalselt
poolsfdrile, seejirel pool-
sfadri tsentraalselt tasandile.

Tilesanded. 1. Toestada, et kni A ~ Ay ja B ~ B, siis
Ax B~ A xBy.

2. Kui A ~ 4; ja B ~ By, siis ei saa vilita, et ANB ~ AN By,
AUB ~ AjUBy, A\ B~ A, \ By. Tuua selle kohta niiited.

3. Toestada, et kui A\ B ~ B\ A, sils A~ B.
4. Tuua niiide, kus A ~ B, kuid ei kehti A\ B ~ B\ A.

5, Toestada, et kui X ~ Z ja ¥ ~ W, siis YX ~ WZ
6. Tdestada, et (ZY)¥ ~ ZXxY,
2. Loenduvad hulgad.

Definitsioon. Hulki, mis on sama vdimsusega kui naturaalar-
vude hulk, nimetatakse loenduvateks.

Seega loenduvad on parajasti need hulgad, mis on esitatavad
jadana {ay,as,...,a,,...}. Loenduva hulga iga l6pmatu osahulk on
ka loenduv, sest ta moodustab osajada hulga jadana esituses.

Vaatleme jérgnevas lihemalt loenduvate hulkade omadusi.

Lause. Iga lopmatu hulk sisaldab loenduva osahulga.

Taestus. Olgu hulk A lapmatu, s.t. ta ei ole 15plik (ega tiihi).
Siis leidub element a; € A. Seejuures ‘:"'}5 A, sest varduse kor-
ral oleks A Ioplik. Leiame a; € A\ {a;}, saame [nl,az}gﬁ., sest
vorduse korral oleks A laplik. Niiviisi jétkates leiame
an € A\ {m,...,a,-1}, kusjuures {IJ‘,...,!J,,}gA‘ jne. Kokku

moodustub loenduv hulk {ay,a;,...,04,...} C A

Jareldusena mirgime, et hulk on 16pmatu parajasti siis, kui ta
sisaldab loenduva osahulga.

Ulesanne, Tdestada, et hulk on l5pmatu parajasti siis, kui ta
on ekvivalentne endast erineva osahulgaga.

)] "

viitest saab jireldada, et hulk on 15p-
lik (voi tiihi) parajasti siis, kui ta ei ole ekvivalentne iihegi endast
erineva osahulgaga.

Lause. Loenduva ja lopliku hulga fihend on loenduv.

Tdestus. Olgu A loenduv ja B loplik. Alati AUB = AU(B\A),
kusjuures AN (B\ A) = 0. Et B\ A C B, siis B\ A on 15plik
(véi tithi). Kui B\ A = @, siis AUB = A on loenduv. Kui aga
B\A={b,....bu}ia A= {ay,...,an,...},siis AUB = {by,..., b,
G1,...,8n,...} on loenduv.

Lause. Kahe loenduva hulga ithend on loenduv.

Toestus. Vaatleme hulka AUB = AU (B\ A), kus 4 ja B
on loenduvad, Kui B\ A =@ véi B\ A on loplik , siis AU B on
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loenduv eelmise lause pohjal. Kui aga B\ A = {by,...,bn
voime kirjutada AU (B\ A) = {].b],ﬂg,b’,.,.,ﬂm‘b.'“ )
esindatud fihendi AU B koik elemendid, igaiiks parajasti iiks kord.

Lause. Lapliku hulga loenduvate hulkade ithend on loenduv.

Taestus. Olgu hulgad A, ..., A, loenduvad. Tuginedes celmisele
lausele, saame, et A; U A, on loenduv, seejirel A; U d; U As =
= (41 U 4;) U Ay on loenduv, jre., kuni nieme, et A; U...UA, =
=(A1U...U A, 1)U A, on loenduy.

Mirgime vahepeal, et kui hulgad A;, i € IV, on loplikud, siis

u A; on laplik véi loenduv. Kui naiteks hulg,ad A; on mittetiihjad

jB paanlmupa mitteldikuvad (A4, # 8, AN Ay = 8, kui i # 7), siis
A; = {aa, 01, -, Bin; } korral

o
U4i = {au, a2, 01n 02,02, 0205}

=1
st. U A; on loenduv.
i=1

Lause. Loenduvate hulkade loenduy iihend on loenduv, s.t.
o0
kui hulgad Ay, i € IV, on loenduvad, siis ,Lj‘ A; on loenduv.

Téestus. Eeldame algul, et hulgad A; on paarikaupa mitteloiku-
vad. Olgu

Ay = {mnag,... 00,1

Az (ﬂleaﬂ’ﬂ:

Siis vdime kirjutada Ay U ... U A, U =
12,021, 013, 022, 831, 014, 023, 032, G415 - - -} kus elemendld
bl et

on rithmitatud indeksite summa kasvamise ]a.rjekcn'as,_ "On sel-
ge, et ﬁhend': iga element satub scllesse jadasse parajasti iihel kor-
ral, 8.t U A; on loenduv. Kui aga hulgad A; ei cle paarikaupa
mittelmkuvmi siis moodustame hulgad By = Ay, By = A2\ 4y,
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By = A3\ (AU Ag),..., By = A\ (A U...UAu), ... . Jitame
korvale tiihjad hulgad B, iihendame eraldi 15plikud ja loenduvad
hulgad B. ning kasutades juba tdestatud tulemusi, saame hulga
U A= u B; loenduvuse.

Niide. Naitame, et naturaalarvude hulga kdigi loplike osa-
hulkade hulk on loenduv. Olgu 4; = {{1}, {2}, ...} kdigi iiheelemen-
diliste osahulkade hulk, 4; = {{1,2},{1,3}, [2,3] {1,4),{2,4},
{3,4},.. } kmsl kaheelemendiliste osahulkade hulk (mis on kirju-
tatud j ide summa ise jirjekorras), ..., A, kdigi
n eIemend.l.l.ube osahulkade hulk jne. Kuna hulgad A; on loenduvad
siis on loenduv ka B A

Ulesanne, Nimetame 15plikku hulka {a1,...,a,} tihestikuks,
suvalist 16plikku tihtede jarjestikust kirjutist sonaks Sonad on
niiteks a; ja azajaa3. Toestada, et kdigi sénade hulk on loenduy.

Lause. Kahe loenduva hulga otsekorrutis on loenduv,

Taestus. \Faav.leme loenduvaid hulki Ay = {a,...,a,,...} ja
B ={by,... ..}. Kasutades eelmise lause tdestuse ideed, saame
AxB = ((ﬂlabl) (ﬂl,bz) (a2, b1), (a1, ba), (a2, b2), (ag, br), ...}, mis-
téttu A x B on loenduv.

Lause. Lopliku hulga loenduvate hulkade otsekorrutis on loen-
duv.

Tdestus. Olgu hulgad Ay,..., A, loenduvad. Siis hulk 4; % A,
on loenduv. Ka hulk (A4; x A;) x Ay on loenduv, seepirast on
loenduv Ay x Az x A3 ~ (A; x A3) x As. Analoogiliselt jitkates
jouame hulga

Apx X Ap s~ (o (A X Ag) %L Any) X Ay
Ipenduvuseni.
Juhime téhelepanu sellele, et A; x Ay x Ay = {(a;,02,03) |

a; € A}, kuid (4 x Ag) x Ay = {((e1,82),a3) | a; € A;}, secpiirast
ei ole need hulgad vérdsed, kiill aga on nad ekvivalentsed.

Naited, 1. Niitame, et ratsionaalarvude hulk  on loenduv.
Peame silmas, et § = {g| g = wm € Z,n € IN}. Iga ratsionaal-

arvu saab iiheselt esitada taandumatu murruna g = L (nditeks
n
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% on taandumatu, g aga mitte). Seades arvule g € £ vastavusse
paari (m, n), saame, et §) ~ A C Z x IV, kus hulk A koosneb taan-
dumatutest murdudest moodustatud paaridest (niiteks (3,4) € A,
kuid (6,8) ¢ A). Ft Z x IV on loenduy, siis on loenduv ka A kui
loenduva hulga lépmatu osahulk.

2. Hulk £ kui 16pliku hulga loenduvate hulkade otsekorrutis
on loenduv. Et @™ ¢ R", siis deldakse, et ruumi R" (sealhulgas

tasandi ja kol ootmelise ruumi) ratsionaalsete koordinaatidega
punktide hulk on loenduv.
3. Niitame, et i Isete kordaj; polil ide hulk

on loenduv. Olgu Pp {aoz™ + @iz*™ + -+ + ap1Z + Gn |

ag, . .., 0y € @} — koi malt n. astme ratsionaalsete kordajatega

poliinoomide hulk. Siis P§ ~ Q™. Serga kbigi ratsionaalsete

kordajatega poliinoomide hulk D’n % on loenduv kui loenduvate
n=

hulkade loenduv iihend.

4. Definitsioon. Kompleksarvu ¢ (erijubul reaalarvu) nime-
tatakse algebraliseks arvuks, km leidub ratsionsalsete kordajatega
poliinoom P(z) # 0 nii, et P(c) = 0.

Ka&ik ratsionaalarvud on algebralised arvud, niiteks ¢ € £ on
poliinoomi z —g juur. Juba teise astme poliinoomide juurtena tuleb

Igebraliste arvude hulka irratsi larve.

Algebra pohiteoreem viidab, et igal n. astme poliinoomil on
kompleksarvude hulgas tipselt n juurt kui arvestada juurte kordsu-
si. Niisiis on algebraliste arvude hulk 15plike hulkade (poliinoomide
juurte hulkade) loenduv (nii palju on ratsionaalsete kordajatega
poliincome) iihend, seega loenduv (nagu négime, ci ole ta 15plik).
Sellega on toestatud

Teoreem (Cantori teoreem). Algebraliste arvude hulk on loen-
duv.

Ulesanded. 1. Toestada, et iga hulk, mille elementideks on
paarikaups mittelsikuvad intervallid, on 16plik voi loenduv (inter-
valli all métleme siin hulki (a,b), [a,b], [a,b) v&i (a,b], kus a < b).

2. Toestada, et monotoonse funktsiooni f: JR — I katkevus-
punktide hulk (kui ta el ole tiihi) on 1oplik véi loenduv.

3. Cantor-Bernsteini teoreem.

Definitsioon. Utleme, et hulga A viimsus ei ilcta hulga B
voimsust, kui leidub injektsioon f: A = B.

Margime, et injektsiooni f: A —+ B olemasolu on samaviirne
sellega, et leidub bijekisicon f: A — By C B, sest injektsioon
f: A= B on bijektsioon f: 4 = f(4) C B.

Niited. 1. Vaatleme 15plikku hulka A = {ay,..., a,}. Funkt-
sioon f: A —+ IV, kus f(ai) = k, k = 1,...,n, on injektsioon, seega
hulga A vGimsus ei iileta hulga IV voimsust,

2. Kui A C B, siis funktsioon f: A — B, kus fla) = a,
a € A, on injektsioon. Seepdrast osahulga véimsus ei iileta hulga
enda voimsust. Niiteks hulga IV, aga ka @ véimsus ei iileta hulga
R véimsust.

3. Funktsioon f: R" -+ R™, n < m, mis on antud vérdusega
fl(z1,. ) = (21,...,%0,0,...,0), on injektsioon. Seega hulga
IR" véimsus ei iileta R™ voimsust, kui n < m, sealhulgas IR voimsus
e iileta R? voimsust.

Efektiivne vahend hulkade ekvivalentsuse toestamiseks on jarg-
mine

Teoreem (Cantor-Bernsteini teoreem). Kui hulga A vbimsus
el iilleta hulga B voimsust ja hulga B voimsus ei iileta hulga A
voimsust, siis hulgad A ja B on ekvivalentsed,

Taestus. Olgu f: A — B ja g: B — A injektsioonid. De-
fincerime funktsiooni @: P(A) — P(A) jirgmiselt: hulga X C A
korral p(X) = A\ g(B\ f(X)). Selgituseks lisame, et f(X) C B ja
9(B\ f(X)) C A, seepirast ¢(X) C A.

Kui X; € Xy C A, siis f(X1) € f(X3), millest jireldub
B\ f(X1) D B\ f(Xa) ning g(B\ f(X1)) D g(B\ f(Xa)). Vii-
masest sisalduvusest saame A\ g(B\ f(X1)) C A\ g(B\ f(X2)) ehk
w(X1) C w(Xa). Niisiis, funktsioon ¢ siiilitab hulga A osahulkade
sisalduvuse. Juhime tahelepanu sellele, et y ei ole funktsioon hul-
gast A hulka A, mis rahuldab alati kujutise monotoonsuse omadust.

Olgu W = {X C A: X C p(X)} C P(A), s.t. W on funkt-
siooni ¢ rakendamisel "laienevate” hulkade hulk. Vaib elda, et
vihemalt § € W. Tihistame C = XLEJWX' muidugi € C 4. Kui

x € C,slisleidub X € Whii, et 7 € X. Seegaz € X C p(X) C ¢(C)
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(sest X C € ja ¢ siilitab sisalduvuse), mis tahendab, et C C ¢(C).
Sellest omakorda jireldub, et p(C) C (i2(C)), mistdtin p(C) € W,
Siis aga p(C) © U X = C ning on toestatud, ot € = ¢(C).

Oleme leidnud hulga G C A nii, et € = A\ g(B\ f(C)),
millest A\ C = g(B\ f(C)). Funktsiooni g injektiivsuse tdttu on
siis g: B\ f(C) = A\ € bijektsioon ning ka tema p&drdfunktsioon
g~': A\ C = B\ f(C) on bijektsioon.

iis teisendab f hulga A viirutatud osa €' bijektiivselt hulgaks
J(C) (sest f: € — f(C) on bijektsioon), samuti teisendab g=!
hulga A vii osa A\ C bijektii hulga B viir

osaks B\ f(C). Seepirast funktsioon h: A — B, mis on defineeritud

[ J=), ki zeC
ha) = { 5"‘;(27), kui :E A\C,

on bijektsicon.
Teoreem on téestatud.

Cantor-Bernsteini i saab so da veel jargmiselt: kui
Az © AL C Ag ja Ag ~ Ag, siis Ag ~ A ~ Aa.

Toestame, el teoreemi Hsj dud s6
pohivariandiga.

Eeldame, et teoreemi pGhivariant kehtib. Olgu 42 C A, C 4y
ja Az ~ Ag. Siis I: Ay = A, € Ag on bijektsioon ja leidub bi-
jektsioon g: Ag = Ay C Ay, millest pshivariandi péhjal jareldub,
et 4y ~ Ag. Arvestades veel eeldatud ekvivalentsust Ay ~ Ag,
saame Ag ~ A; ~ Az,

Eeldame, et kehtib teoreemi teine variant. Olgu f: A — B, ¢ B
jag: B = A C A bijektsioonid. Olgu A; = (gf)(A) C A,. Siis
h=gf: A = A, on bijektsioon. Seega Ay C A; C A ja Ay ~ A,
millest jareldub, et A ~ 4,. Kuid 4; ~ B, seepirast A ~ B.

on ddrne
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Niited. 1. Vahemik (a,6) ja 16ik Ja,b] on ekvivalentsed, sest
(a,b) C [a,b] € R ja (a,b) ~ R.

2. Sisalduvused (a,b) C (a,b] C I ja (a,8) € [a,0) C B lu-
bavad jireldada, et (a,b] ~ [a,b) ~ (a, b).

3. Kuna {(z,y) | 2+y* < B*} C {(=,y) | 244" < B?} C %,
siis lahtine ring ja kinnine ring on ekvivalentsed.

4. Sisalduvusest

{lz.9) | =* + 4" < B} € {(z,y) | max{|al, lu[} < R} € R*

jéreldame, et ring ja ruut on ekvivalentsed.
Lause. Hulgad IR ja IR? on sama viimsusega.

Taestus. Me teame, et I ~ (0,1) ja R® ~ (0,1)?, seepirast pii-
sab toestada, et (0,1) ~ (0, 1)%. Kontrollime Cantor-Bernsteini teo-
reemi eelduste tiidetust. Ubelt poolt, (0,1) ~ {{z,4) |z € (0, 1)} C
€ (0,1)?, seega vahemiku (0, 1) véimsus ei iileta rundu (0,1)? voim-
sust. Niitame veel, et ruudu (0,1)? vGimsus ei iileta vahemiku (0, 1)
véimsust. Lahtume sellest, et (0,1)* = {(r,y) | z
¥=0,8828 ...}, kus r ja y on kirj oma k
st. aq, 8i € {0,1,...,9}. Secjuures kiimnendesituse maiste kohaselt
16pe see ainult Giheksale jadaga, niiteks 0,3499. .. asemel kirju-
tame hoopis 0,3500... . Olgu f((z,¥)) =0,m1fhazfza36s ... . Et
z ja y esitused ei 1ape iiheksate jadaga, ei 16pe ka f({x,y)) iheksate
jadaga, seega f((z,p)) < 1. Peale selle, f{(z,y)) > 0, sest kui
kehtiks f{(z,y)) = O, siis oleks @, = ) = a3 = By = ... = 0,
st. T =y = 0. Niisiis f: (0,1)*> - (0,1). Funktsioon f on
injektiivne, sest kui f((z1,1n)) = fz2,42)) = O,myaya..., siis
(z1m)=(0,0102...,0,510; ...) ning f((z1,11))=0,01 81005, ...,
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mis annab z; = 0,m7s... ja ¥ = 0,7%274.... Analoogiliselt
73 =0m7.. jaya =0,%m-..,5eega (z1,01) = (z2,3). Cantor
Bernsteini teoreemi pdhjal saame niiiid jireldada, et (0,1) ~ (0,1)%,
millega on toestatud ka lause viiide.

Jireldus. Hulgad IR", n = 1,2,..., on kaik sama voimsusega.

Pihjenduseks toome ekvival R~ R x B ~
~ R xR~ R

Populaarselt voiks delda, et sirgel on sama palju punkte kui
tasandil voi ruumis.

4. Vai hi hia. Siiani oleme to
hulkade korral vaid nende ekvivalentsust. Kéik 16pmatud hulgad ei
ole siiski vordse voimsusega, seda kinnitab jirgmine

Lause. Hulgad IV ja (0,1} ei ole ekvivalentsed.

Taestus. Oletame vastuviiteliselt, et hulgad IN ja (0,1) on
ekvivalentsed. Sel juhul saame kéik hulga (0,1) elemendid kiim-
nendesitustena kirjutada jadasse (jarjekorras iilalt alla)

0, o102 .. a5 ...

0oz, . 0.

Moodustame arvu O,ejaz... , kus @y € {1,2,...,9} \ {an},
as € {0,1,...,8}\ {oaa}, .. , @4 € {0,1,...,8}\ {o), ... . Siis
0,apa... € (0,1), sest ta ei 1ope iiheksate jadaga ja ei koosne ai-
nult nullidest. Kuid see arv on erinev igast jadas olevast arvust, sest
a; # oy, i =1,2,.... Seega ei ole kdiki vahemikus (0, 1) paiknevaid
arve vimalik jadana esitada, mistttu IV £ (0,1).

o k 1 vatet ni k

et

protsessiks.

Definitsioon. Kui hulga A viimsus ei iileta hulga B vimsust
ning A ja B ci ole ekvivalentsed, siis Seldakse, et hulga A voimsus
on viiksem kui hulga B véimsus (voi hulga B véimsus on suurem
kui hulga A vimsus).

Niiteks paturaalarvude hulga IV véimsus on viiksem kui va-
hemiku (0, 1) véimsus, sest IN C IR ~ (0,1) (IV voimsus ei iileta
(0,1) voimsust). Sellega on selgeks tehtud, et reaalarvude hulk R
Jja temaga ekvival hulgad on mitteloend .

Praegu oleme vaimelised pohjendama iihte varem toodud vii-
det, kus iitlesime, et jada a: IN — IR ei saa olla sirjektiivne.
Vaatleme hulka a(IN). Ta saab olla kas 16plik véi loenduv olenevalt
sellest, kas jadas a(1),a(2),...,a(n),... on l6plk vi I6pmatu hulk
erinevaid liikmeid. Mélemal juhul on hulga a(#V) véimsus viiksem
kui hulga R véimsus, seega a(IV) # IR.

Vaadeldes senini esinenud niiteid, vaib tekkida kiisimus, las
on olemas hulki, mille vimsus on suurem kui hulga R vdimsus.
Vastuse sellele annab jirgmine

Teoreem (Cantori teorcem). Hulga P(A) viimsus on suurem
kui hulga A véimsus.

Téestus. Me peame tiestama, et hulga A voimsus ei iileta P(A)
vbimsust ja A £ P(A). Defineerime funktsiooni f: A —+ P(A)
vordusega f(a) = {a}, a € A, s.t. igale clemendile a € A seame
vastavusse (heelemendilise hulga {a} — elemendi hulgast P(4). On
selge, et f on injektiivne. Viite 4 £ P(A) toestame vastuviiteliselt,
Oletame, et A ~ P(A) ning vaatleme bijektsiooni g: A — P(A).
Olgu g(a) = A, € A (ehk A, € P(4))}, a € A. Seejuures kasa € A,
vii a ¢ Aq. Olgu A" = {a € 4| a & A,). Thhistame veel a* =
= =i (A4%) g(a*) = A". Kuna aga g(a") = A, siis A* = A,..
Kui oletada, et a* € A,-, siis saame hulga 4* definitsiooni pdhjal,
et a® @ A chk a" ¢ A.-. Kui aga oletada, et a® ¢ A,., siis A*
definitsiooni kohaselt a* € A* ehk a” € A,.. Seega viivad mélemad
voimalused vastuoluni, mis niitab, et bijektsiconi g: A —+ P(A) ei
eksisteeri. Teoreem on toestatud.

Jireldus. Kui hulgas B on viihemalt kaks elementi, siis hulga
B4 vaimsus on suurem kui hulga A véimsus.

Taestus. Meenutame, et B4 = {f | f: A = B} ja P(A) ~
~{x|x: 4 = {0,1}} = {0,1}*. Olgu hulgas B vihemalt kaks
elementi a ja b. Siis B 3 {f € B | f(A) C {a,b}} ~ {a,5}4 ~
~ {0,1}4 ~ P(A), mis tihendab, et hulga P(4) véimsus ei iileta
BA vdimsust. Jaib kasutada Cantori teoreemi.

Tihti nimetataksegi Cantori teoreemiks just esitatud jireldust.
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Piiiiame d vastata kiisimusele, mis on hulga voimsus,

Me saame riikida nditeks koigi iiheelemendiliste hulkade klas-
sist, kdigi kaheelemendiliste hulkade klassist, kdigi loenduvate hul-
kade klassist. Seda ja kbike selles paragrahvis esitatut silmas pidades
on méistetav jirgmine midratlus. Hulga voimsuseks nimetatakse
kdigi temaga ekvivalentsete hulkade klassi. Voimsuse maoistes on
téhtsaim aspekt hulga vdime olla bijektiivses vastavuses koigi hulka-
dega mingist kindlast hulkade klassist.

Hulga A véimsust tihistatakse A vii |A| véi card A, hulkade
vbimsusi nimetatakse kardinaalarvudeks. Kui 4 = {a1,...,a,},
siis kirjutame A = n, samuti @ = 0. Loenduva hulga véimsust
tihistatakse Ry (loetakse ,,alef-null”), kusjuures teame, et n < Ro
153 n e N korral. Kuutatakac tihistust |t = ¢ ning risgitakse

iks nimetatakse vahel ka arvsir-

get). Teame, et R < ¢.
Lause. Kehtib vordus P(IN) = c.

Téestus. Eelnevast teame, et P{IV) ~ {x | x: N = {0,1}}.
Iga konkreetne funktsioon x: IV -+ {0,1} on esitatav jadana
(1020 -+ iy -+ )y kus dx € {0,1), s.t. arvudest 0 ja 1 koosneva
jadana. Seega P(IV) ~ {(i1,i2, .- .,in,...) | i € {0,1}} = M (kdi-
g arvu 0 ja 1 koosnevate jadade hulga tihistame tihega M).
Piisab ata, et M ~ [0,1), sest [0,1) ~ .
Jaotame intervalli [0, 1) osadeks [0, $)U[3, 1). Kui arva € [0,1)
satub esimesse poolde [0, 3}, seame talle jada esimese lilkmena vas-
tavusse 0, kui teise poolde [1,1), siis jada esimene lige ulgu 1
Seejiirel poolitame osaintervallid [0,4) = [0,1)U [}, 1) ja [3,1) =
= [4,3) U [3,1) ning jille, vastavalt sellele, kummasse poolde a
satub, kirjutame teisele kohale jadas 0 véi 1. Seda poolitamisprotse-
duuri jatkame. Nai-
; " % y teks joonisel ndidatud
6 LR 7 arvule a vastab jada
(1,0,1,1,0,...).
On selge, et erinevatele arvudele vastavad erinevad jadad, seega on
meil konstrueeritud injektsicon f: [0,1) - M. Mirgime, et f ei
ole siirjektiivne, sest niiteks jada (1,1,1, € vasta iihelegi arvule
a € [0,1) (vGib delda, et arvudele a € [0,1) ei saa vastata jadad,
mis 16pevad ainult arvudega 1).
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Olgu g: M -+ [0, 1) funktsioon, mis jadale iy, iz, ... ,in,...) €M
seab vastavusse kiimnendarvu 0,dyis...i.... € [0,1) (tegelikult
0,dyiz...in... € [0, }], sest 0,111... = }). On selge, et funktsioon
g on injektiivne. Tuginedes Cantor-Bernsteini teoreemile, viime
delda, et M ~ [0,1).

Lause on toestatud.

Silaniesitatust voib jasida mulje, et 1opmatute hulkade v5imsus-
te skaala meenutab naturaalarve, s.t. et need on paarikaupa mit-
telgikuvate hulkade

Nam N
Jjarjest d v d i voime vaadelda hulka

i oo
M=nNu2Mu2Tu..=|) 2"}4,
i=0
on selge, et hulga M viimsus on suurem iga liidetava véimsusest
(ta on vihemalt jirgmise liidetava voimsusega). Seejiirel véime
vaadelda hulki
MMM

mis on jirjest suureneva véimsusega. Hulk

o 2™
Muzypty = |22,
=0
on jalle oi kui liid 1. Taolist duuri véib
piiramatult Jatkata

Nagu niieme, on suuremate viimsuste struktuur viiga mitmeke-

Bm."“ Loomuhk on piistitada kiisimus, kas leidub ®o ja ¢ vahel
k i i? See on iiks kuul d probleeme mat

tikas, nn. kontiinumi probleem. Vastust sellele otsis juba Can-
tor. Pistitati nn. kontiinumi hiipotees, mille kohaselt vahepeal-
seid véimsusi pole. Lahenduse leidmiseks tuleb hulgateooria iiles
chitada aksiomaatiliselt. Austria matemaatik Kurt Gédel niitas
1939. aastal, et tavalisest aksiomaatikast lahtudes ci saa toestada,




et vahepealseid vdimsusi ei ole. Lapliku lahenduse probleemile an-
dis 1963. aastal USA matemaatik Paul Cohen, kes néitas, et vahe-
pealsete voil lu, samuti mitteol lu ei ole vastu-
olus teiste aksicomidega. Seega vaib hulgateooria tavalistele aksioo-
midele lisada veel aksioomi, et vahepea.lse:d véimsusi pole, aga voib
ka lisada aksioomi, et vahep on olemas. Kumbki
siisteem pole vastuoluline.

Paragrahvi lopetuseks kiisime, kas igat kahte vdimsust saab
vorrelda, s.t. kui meil on hulgad A ja B, kas siis alati kas A ~ B,

7 < B vii B < A? Vastuse sellele anname jirgmises paragrahvis.

Ulesanded. 1. Tmmtada, et kui hulgad 4; on kontiinumi
voimsusega, siis U A; ja u Aq on kontiinumi voimsusega.

2. Tédestada, et kui A on kontiinumi voimsusega, B on loenduv
ja B C A, siis A\ B on kontiinumi voimsusega.

3. Toestada, et kdigi naturaalarvuliste liikmetega jadade hulk
on kontiinumi voimsusega.

4." Taestada, et koigi reaalarvuliste litkmetega jadade hulk on
kontiinumi véimsusega.

5. Leida koigi naturaalarvuliste liikmetega kasvavate jadade
hulga voimsus.

8. Toestada, et koigi funktsioonide f: R — MR hulga vimsus
on 2° (hulga P(iR) ehk 2% vdimsus).

T4 Toee!.ada et kdigi pldevaw funktsioonide f: IR — IR hulk
on dide: pidev funktsi on méaAra-
tud véirtustega rat.qmnaa.larvullabel argumentidel.

§11. Jérjestatud hulgad

1. Osaliselt ja lineaarselt jirjestatud hulgad.

Definitsioon. Seost B € X x X, mis on refleksiivne, an-
tisiimmeetriline ja transitiivne, nimetatakse jarjestusseoseks (moni-
kord ka jirjestuseks) hulgas X.

Ulesanne. Téestada, et kui R on jirjestusseos, siis ka R~' on
Jjérjestusseos.

Kui R on jirjestusseos, siis asjaoly Ry margitakse z < y voi
samavairselt y > r. Seega vdib jirjestusseose omadused ules kirju-
tada jargmiselt:

1°x <z Vz€X (refleksiivsus),

2° r £ y Ay € = z =y (antisiimmeetrilisus),

LyAy < z= < z (transitiivsus).

Seost < hulgas X nimetatakse irrefleksiivseks, kui z < x ei
kehti tihegi z € X korral.

Ulesanne, Olgu seos < hulgas X irrefleksiivne ja transitiiv-
ne. Defineerime seose < jirgmiselt: = < y, kui z < y voi z = y.
Toestada, et seos < on jarjestusseos hulgas X.

Irrefleksiivset ja transitiivset scost nimetatakse range jérjestuse
seoseks, Nagu nieme iilesandest, voib jirjestusseose asemel anda
vaadeldavas hulgas ette range jirjestuse scose, mis siis loomulikul
viisil miirab jarjestusseose.

Teisipidi, kui < on jirjestusseos, siis defineerime seose < jirg-
miselt: z <y, kui z € y ja ¢ # y (kasutame ka kirjutust y > ).

Ulesanne. Taestada, et niiviisi jarjestusseose < poolt miidratud
seos < on irrefleksiivne ja transitiivne.

Seega tekitab hulgas antud jirjestusseos seal loomulikul viisil
ka range jirjestuse seose.

Kui z £ y, siis deldakse, et = eelneb elemendile y voi y jirgneb
elemendile z. Kasutatakse ka viljendeid ,,x on viiksem voi vordne
kui y" vdi ,,y on suurem v&i vordne kui z” ning jubul z < y
viljendeid ,,z on viiksem kui y” véi ,,y on suurem kui ”.




Definitsioon. Kui hulgas on antud jérjestusseos, siis nimeta-
takse seda hulka osaliselt jirjestatud hulgaks.

Osaliselt jirjestatud hulgas ei tarvitse kaks vabalt valitud ele-
menti z ja y olla vorreldavad, s.t. ei saa Gelda, et tingimata kas
zgyvoiy <z,

Definitsioon. Osaliselt jirjestatud hulka nimetatakse lineaar-
selt jarjestatud hulgaks, kui iga elementide paari z ja y korral z < y
voi y € 7 (s.t. kaks suvalist elementi on omavahel vorreldavad).

Jirjestusseose definitsioonist jireldub vahetult, et osaliselt jar-
Jjestatud hulga iga osahulk, kui temas siilitada elementide omava-
heline jirjestus, on osaliselt jirjestatud. Analoogiline viiide kehtib
ka lineaarse jirjestuse kohta.

Niiited. 1. Hulkades IV, Z, £ ja IR, seega ka kdigis nende
osahulkades on olemas loomulik arvudevaheline jirjestus. Selliselt
on need hulgad lineaarselt jirjestatud.

2. Olgu hulgas IV m < n, kui m on paaritu ja n paaris-
ary, seejuures paaritute arvude paarides ja paarisarvu-
paarides siilitame loomuliku jirjestuse. Seega taolises jirjestuses
1<3<5<...€2<4<6<.... Vaadeldav jirjestus on
lineaarne.

3. Ulesanne. Olgu hulgas IV n < m, kui % €N (st

naturaalarv m jagub arvuga n). Tdestada, et see seos on osaline
jérjestus.

4. Kuna ratsionaalarvude hulk on loenduv, siis voime koik
ratsionaalarvud kirjutada jadasse ry,ry,... . Defineerime rp, < rp,
kui m < n. Taoline jirjestus on lineaarne.

5. Olgu hulgas R? defineeritud (z;,1) < (22,y2)
& (21 < 22) V(1 = 22 Ay < o). Taolist jirjestust nimetatakse
alfabeetiliseks voi leksikograafiliseks ning ta on lineaarne jirjestus.

6. Defineerime hulgas IR* jirjestuse jargmiselt: loeme, et
(z1,31) < (z2,12), kui 2, < =3 Ay < y2, pidades jirjestustes
x) < 73 jay) < ya silmas reaalarvude loomulikku jérjestust. Selline
jarjestus hulgas R? on osaline, kuid mitte lmeaa.mP sest niiteks
elemendid (1,2) ja (2,1) ci ole hel varreld: Vii i
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v osad kérvaloleval joonisel kuju-
tavad elementide hulki, mis on
elemendist (z,y) suuremad (pa-

; remal ja kérgemal) véi viikse-
/// mad (vasakul ja madalamal)
Sama jirj voime vaadeld.

TIGE % niiiteks ka JR? osahulgas IV?,

7. Suvalises hulgas X on R = {(z,z) | € X} jédrjestusseos.
Selle seose pubul = < x mistahes r € X korral, kuid z # ¥ korral
ei ole elemendid = ja y vorreldavad. Taolist jarjestust nimetataksc
triviaalseks.

8. Suvalise hulga X kdigi osahulkade hulgas P(X) loeme
A,B € P(X) korral A € B, kni A C B. Toodud nn. sisaldu-
vusjiirjestus on osaline, kuid ta ci ole lineaarne, kui hulgas X on
vihemalt kaks elementi, sest kui a # b, siis hulgad {a} ja {b} ei ole
vorreldavad.

9. Olgu R, ja Ry jarj i hulgas X. Defi

Ry € Ry, kui zRyy = 2Ryy. Viimast implikatsiooni vib viljenda-
da ka kujul (z,y) € R = (z,y) € R, mis tihendab, et R, C R,.
Seega on definceritud jirjestus sisalduvusjirjestus nagu eelmises
niiteski, kuid niiiid vaadeldakse sisalduvusjirjestust hulga X kéigi
Jjirjestusseoste hulgas, s.0. hulga P(X x X) teatud osahulgas. Kui
niiteks B, on loomulik jérjestus naturaalarvude hulgas IV ja Ra
niites 3 toodud jaguvusjirjestus, siis Ry C Ry, kuid Ry # Ry.
Kui aga Ry on niites 2 esinenud jirjestus, siis jarjestused R, ja
Ry ei ole virreldavad, sest niiteks (2,3) € Ry, kuid (2,3) € R, ja
(3,2) € Ry, kuid (3,2) ¢ Ry. Seega on sisalduvusjirjestus hulga X
koigi jarjestusseoste hulgas osaline, kuid iildiselt ei ole ta lineaarne.
Margime, et niites 7 vaadeldud triviaalne jirjestus sisaldub igas
jarjestuses.

10. Madirame tihestikus {a;
< ap. Defineerime sonade hulgas

,8n} jrjestuse a; < ay < ...
rjestuse

(Z1,.000Zm) < (P10, m) &
@ (m<ym)V(z1=wm Az <)V
V o [mi=m)Va=mAzs<ys)V...
V o [mi=mA. . Azp=ynAm<i)
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Taolist
taon

jestust nimetatakse alfabeetiliseks ehk leksikograafiliseks,
eaarne ning teda kasutatakse sonaraamatutes,

Ulesanue. Olgu € ja < 1 likud jirjestused 1
vude hulgas IN. Niidata, et < o <#<, €0 <=<, €0 2= NxIV.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulga X elementi g nime-
tatakse viihimaks ehk esimeseks, kui rg € x iga z € X korral. Ana-
loogiliselt, elementi zo € X nimetatakse suurimaks ehk viimaseks,
kuii 7 < 7 iga z € X korral,

Naiteks hulgas IV loomuliku jarjestusega on esimene element 1,
pole aga viimast, reaalarvude vahemikus (0, 1) pole ei esimest ega
viimast, hulgas P(X) sisalduvusjirjestusega on viihim element 0 ja
guurim element X,

Lause. Osaliselt jirjestatud hulgas ei ole iile iihe vihima ega
iile iihe suurima elemendi.

Toestus. Kui niiteks zq ja z; on vihimad elemendid, siis
xg € ¥y (sest g on vihim element), samuti z, < xp (sest o, on
vihim element), millest aga jareldub, et z5 = ;. Suurima elemendi
iithesuse toestus on analoogiline.

Definitsioon. Osaliselt jirjestatud hulga X elementi g nime-
tatakse minimaalseks, kui sellest, et = < oo, 2' € X, Ja.reldub et
x =z (5.t. hulgas X ei ole el ist 7
Analoogiliselt, elementi zq € X nimetatakse maksimaalseks, kui
sellest, et zp < z, z € X, jireldub, et z = 2y (s.t. hulgas X ei ole

To
Niiiteks reaalarvude hnlgus IR, kus paetakse sxlmax loomulikku
Jjérjestust, ci ole mini Iseid Hul-

gas IN x IV niite 5 jirjestusega (Bt (my,n1) < (ma,na)
& my < mg Any < ng) on minimaalseteks elementideks kéik
paarid (m, 1) ja (1,n). Analm)g)llsclt hulgaa [0, 1] x [0,1] niites 6
esitatued jir on mini ideks koik paarid
(z,0), (0,y), o, ¥ € € [0,1], maksimaalseteks koik paarid (z,1),
(1,¥), =,y €[0, 1} Hr‘ega on pa.and (1 0) _|n (0,1) samaaegselt mini-
‘maalsed ja mak el ole nendes ndide-
tes toodud minimaalsetest elementidest. u]mkl viihim ega maksimaal-
setest iikski suurim.
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1234 1 =
Nagu nfieme definitsiconidest, on vihima ja minimaalse ele-
mendi moiste pohiline erinevus selles, et vihima elemendi korral
noutakse, et kéik teised vaadrldava hulga elemendid on temaga
vorreldavad, kuid mini 1 di puhul ei nduta, et teised
elemendid oleksid temaga vorreldavad.

Lause. Osaliselt jirjestatud hulga vihim element on selle hulga
ainus minimaalne element ja suurim element on selle hulga ainus
maksimaalne element.

Téestus. Olgu x¢ € X vihim element, s.t. J:o rigaz € X
korral. Kui mingi x € X korral kehtiks veel x < xp, siis jirjestuse
antisimmeetrilisuse téttu z = 7o, mis tﬂhmldﬂh et zo on mini-
maalne element. Kui leiduks veel mingi minimaalne element z; € X,
siis o € 7y (sest xp on vithim element). Tingimuse xp # ) korral
ei oleks z; minimaalne element, seepérast zg = ;.

Lause. Lineaarselt jirjestatud hulgas on minimaalne element
esimene ja maksimaalne element viimane.

Tiestus. Olgu lineaarselt jirjestatud hulgas X element zo € X
minimaalne, s.t. kui x € X, z £ zy, siis = zp. Niitame, et zo < 1
igaz € X korral. Kui oletada vastuviiteliselt, et see ei leia aset, siis
leidub z; € X nii, et ei kehti zq € x;. Lineaarse jirjestuse tottu
2o < @ VBl 7 < 7o, seega saab kehtida ainult 7, < zo. Seejuures
Ty # o, sest oy = xo korral oleks zg € 2. Kuid z; # %o, 1 € To
on vastuolus elemendi zy minimaalsusega.

Nagu nihtub kahest viimati toestatud lausest, on lineaarselt
jérjestatud hulgas esimese ja minimaalse elemendi, samuti viimase
Jja maksimaalse elemendi méisted iihtivad.

Osalise jiirjestuse seosest iildisem moiste on kvaasijarjestus ehk
eeljirjestus, mis on refleksiivne ja transitiivne seos. Teda tahistame
nagu osalist jirjestustki siimboliga <. Kui hulgas on selline seos
antud, siis radgitakse kvaasijirjestatud hulgast. Kvaasijarjestatud
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hulka X nimetatakse suunatud hulgaks, kui iga kahe elemendi
z,y € X korral leidub z € X nli, etz <zjay < =

Niited. 1. Iga osaliselt Ja.qenl.atud hulk on haaauar]cstatud
Hulga X osahulkade hulk P(X) sisald on
kuid triviaalselt jarjestatud hulk (kui temas on vithemalt kaks ele-
menti) ei ole suunatud. Lineaarselt jarjestatud hulk on suunatud
hulk.

2. Hulga X katteks nimetatakse hulga X mittetihjade osa-
hulkade hulka A = {X., @ € A}, mille korral U X, = X. Kui
A= {Xa, a € A} ja B = {Xa,f € B} on hulga X katted, siis
defineerime A < B, kui iga X, € A korral leidub X € B nii, et
X C X,; seejuures Geldakse ka, et kate B on peenem kui kate A.
Taoline seos on kvaasijirjestus igas hulga X katete hulgas. Uldiselt
el ole ta antisiimmeetriline. Niiteks reaalarvude hulga IR kateteks
on A = {(a,b) | a,b € R}, aga ka B = {[a,5] | a,b € R, a < b}.
Seejuures on selge, et A € B ja B € A, kuid 4 # B. Hulga X
kdigi katete hulk on suunatud hulk, sest kui A = {X,,a € 4} ja
B={Xp,p e B}, siskate {X,N Xy, XoNXg# 8 a€AdfeB}
on peenem nii kattest A kui ka kattest 5.

3. Funktsioonide f: JR — IR hulgas on kvaasijirjestuseks seos:
1 < fz, kui leidub konstant M nii, et |fi(z)| € M|fz(z)| igaz € R
korral. Kéigi funktsioonide hulk {f | f: R — J} on suunatud
hulk, sest fs(z) = max{|fu(z)], | fa(=)]} korral fi < fa ja f2 < fa.

Uldiste piirprotsesside uurimisel on tihtsaks moisteks iildis-
tatud jada ehk pere. Pereks hulgas X nimetatakse funktsiooni
a: A = X, kus A on suunatud hulk. Pere erijubuks on jada
a: IN = X, kus naturaalarvude hulgas IV peetakse silmas loomu-
likku jérjestust.

2. Kuratowski-Zorni lemma. Kuratowski-Zorni lemmale
tuginedes on voimalik tdestada mitmeid matemaatika fundamen-
taalseid teoreeme.

Selle lemma esitamiseks on meil vaja veel jirgmist mbistet.
Osaliselt jirjestatud hulga X elementi zp nimetatakse csahulga
Xo C X iilemiseks takkeks, kui r < xq iga z € Xp korral.
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Teoreem (Kuratowski-Zorni lemma). Kui osaliselt jirjestatud
hulga X igal lineaarselt jirjestatud osahulgal on olemas iilemine
tioke, siis hulgas X leidub maksimaalne element,

Toestus. Vaatleme hulkade siisteemi X = {Xp | Xo C X,
Xo on lineaarselt jirjestatud}, s.t. hulga X elementideks on hulga
X koik sellised osahulgad, mis on lincaarselt jiirje
jérjestuse moties. Pidades hulgas X silmas sisalduvusjdrjestust hul-
ge X osahulkade vahel, niitame, et hulgas X leidub maksimaalne
element ehk hulgas X leidub maksimaalne lineaarselt jrjestatud
osahulk.

Oletame vastuviiteliselt, et hulgas X ei ole maksimaalset ele-
menti. Siis iga ¥ € X korral leidub talle jirgnev temast erinev
element; seades selle vastavusse elemendile ¥, moodustame funkt-
siooni f: X = X, kus f(Y) DY, J(Y) #Y iga ¥ € X korral.

Valime elemendi Yy € X ja loeme ta jirgneva tdestuse jooksul
fikseerituks. Osahulka Y C X nimetame lubatavaks, kui ta rahuldab
jérgmisi tingimusi:

a) ey

b) f(¥) C ¥

¢) kui Z C Y on lincaarselt jirjestatud, siis xua Zey.

Veendume vahepeal, et kni Xy C X on lineaarselt jirj-tamd
siis u Xn € X (st Y u Xo on lineaarselt jirjestatud).
zyE U Xo,amxexuex.,jausxx Exu,kun‘lhu]gn.xg
lmeme jnr_\e.atntusc tottu naiteks Xo C Xy, jérelikult =,y € X;.
Hulga X, lineaarne jirjestatus lubab viita, et z < y véi y < z.

Lubatavaks hulgaks on niiteks X. Lubatavate hulkade iihisosa
on ka lubatav, sest a) kui Yp € Y, iga a korral, siis Yo € NY.;

>
b) f(N4a) C N f(Ya) C NYa; €) kul Z € NYa on lineaarselt
a
jérjestatud, siis iga a korral Z € Y, ning ZUZZ € Ya, mistdttu
E.
zLer Z € NYa. Koikide lubatavate hulkade #ihisosa on ka lubatav,
a
tihistame ta siimboliga Y.. Hulk Y, sisaldub igas lubatavas hulgas,
olles seega minimaalne lubatav hulk.

Hulk %, = {Xo | Xo € X, Xq D Y3} on lubatav, sest a) ¥p O Yo
tottu ¥p € X,; b) kui Xo € X. C X, siis f(Xo) D Xp D Yo, s.t.
F{Xo) € X,; ) kui Z € X, on lineaarselt jérjestatud, siis iga Z € Z
korral Z D ¥y, seega zgzz 2 Yp ning stJz Z € X,. Sellega cleme
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iihtlasi niidanud, et Y. C X, ning iga ¥ € Y. korral ¥ 3 Yo.
Vaatleme hulka Z, = {Z | Z € Y., kuiY € Y. ja ygzs siis

F(Y) C Z}. On selge, et Z, C Y. C X..

Niitame, et

dkuiZ€eZ jaY €Y., siisY CZvdi Y D f(Z).

Olgn Z € Z.ning Yz = {Y € Y. | Y Cc Zvoi ¥ D f(Z)}.
Niitame, et Yz on lubatav. Koigepealt mirgime, et kuna Y. on
lubatav, siis Yp € Y. Sisalduvusest Z € Z, C X, jireldub, et
Z 3 Y, seega Yo € Yz ehk Yz rahuldab tingimust a). Olgu ¥ € Yz,
st. Y €Y. jalisaks ¥ C Z vdi ¥ D f(Z). Et Y. on lubatav, siis
F(Y) €Y Kui ¥ = Z, siis J(¥) = f(Z) (seega f(Y) D J(Z)) ning
f(¥Y) €Yz KuiYEZ, siis Z € Z, tottu f(Y) € Z, jirelikult ka sel

jubul F(¥) € Y. Lopuks, kui ¥’ D f(Z), siis juba sisalduvus Y € X
annab f(Y) > Y,Juellkult F(¥Y) D f(Z) ning seepirast f(Y) € Yz.

Sellega on nii d, et Yz rahuldab lubatavuse tingi b). Olgu
niiiid Y € Yz lineaarselt jirjestatud osahulk ning ¥, = YléHY Et

Y C Yz C Y. ja Yo on lubatav, siis ¥, € Y.. Lisaks scllele, kas iga
Y eYkorral Y C Z, siis ¥, = Wy Y C Z, mistdttu Y. € ¥z, voi

mingi Y € Y lmrra] Y > f(Z), sus }. oY D f(Z), seega ka sel jubul
¥. € Yz. Niisiis rahuldab Yz ka lubatavuse tingimust c). Kuna 4z
on definitsiconi kohaselt minimaalse lubatava hulga Y. osahulk, siis
Yz = Y. ning viide d) on tdestatud.

Niitame jirgnevas, et Z, on lubatav. Kui Y € Y, C X,, siis
Y O Y, seepérast ei ole voimalik, et ¥ CYo See tihendab, et Z,
kirjelduses olev noune on ¥y korral La.h.lelud mistdttu Yy € Z, chk
Z, rahuldab tingimust a). Olgu Z € Z,. Kui ¥ € Y. ja Y C f(Z),
siis tingimuse d) t6ttu ¥ C Z. Kui niiid ¥ = Z, siis f(Y) = f(Z)
(seega f(Y) C f(Z)) ning jérelikult f(Z) € Z.. Kui aga Y&Z,
siis Z € Z. téttu f(Y) € Z C f(Z), scega ka sel juhul f(Z) € Z.
Sellega on niidatud, et Z, rahuldab lubatavusc niuet b). Olgu
Z ¢ Z, lineaarselt jarjestatud ja Z, = 7Lé|z Z. Kohe nieme, et
Zo € Ya, sest 2, C Y. ja Y. kui lubatav hulk rahuldab nouvet c).
Olgu Y € Y. selline, et YgZ.. Omaduse d) pohjal voib Gelda, et
iga Z € Z korral kas ¥ € Z voi ¥ D f(Z) D Z. Viimane tingimus
ei saa olla tiidetud iga Z € Z korral, sest siis oleks Z, = a'LFJz Zcy

.

(meil on aga ¥ C Z.). Secga leidub Zo € 2 wii, et ¥ C Zo. Kui
Y ¢ Zg, siis hulga Z. definitsiooni pohjal f(¥) C Zo € Z.. Kui
aga ¥ = Zo,sits ¥ # Zu téttn leidub 2 € 2 nil ot V' C 7 (kuna
2o € Z., siis leidub 2 € Z. \ Zo, st. mingi Z, € £ korral z € Zy;

hulga Z lineaarse jérjestatuse tottu Z) C Zg voi Zg C Zy, millest
realiscerub viimane sisalduvus, kusjuures z & Z, tagab, et Z, C Z;)

ning 2, definitsiconi pohjal f(Y) C Z, € Z.. Niislis mélemal juhul
J(Y) € Z., mistéttu Z. € Z.. Sellega on toestatud, et Z, rahuldab
ka lubatavuse tingimust ¢). Kuna Z, C Y. ja Y. on minimaalne
lubatav hulk, siis Z, = Y,.

Omaduse d) pohjal voime Gelda, et iga Z,Y € Y. korral
ZcYwvdiZo f(Y) DY, st. Y. on lineaarselt jirjestatud. Kui
Y. = Yu Y, siis lubatayuse tingimuse c) téttu Y, € Y. ning b)

€Y.
téttu f(¥.) € Y. Seega f(¥.) C u Y = Y.. Kuna samal ajal

Y. C f(Y.) (sest Y. € ﬂ. c xX), su.q f(Y) = Y., mis on vastu-
olus funktsiooni f defini Sellega on to 1, et hulgas X
leidub maksimaalue element.

Hulga X maksimaalsel elemendil X., s.0. hulga X maksimaalsel
lineaarselt jarjestatud osahulgal leidub {ilemine toke .. Oletame, et
mingi elemendi z € X korral . < z. Kui z € X\ X,, siis X, U {z}
on lineaarselt jirjestatud, see aga riégib vastu X, maksimaalsusele.
Seepiirast z € X, ning r € z,, mistdttu ¢ = z.. Niisiis, z. on
maksimaalne element hulgas X.

Teoreem on téestatud.

3. Tiielikult jérj d hulgad ja ordinaalarvud. Enne
tiielikult jirjestatud hulkade kasil i veel moningaid
iildi id jirjestusi puud id mdisteid.

Definitsioon. Olgu X ja ¥ osaliselt jirjestatud hulgad. Bi-
jektsiooni f: X —+ ¥ nimetatakse sarnasusteisenduseks ehk jirjes-
tust siilitavaks, kui

€72 4 f(m) € flwa).
Hulki X ja ¥ nimetatakse sarnasteks ehk sarnaselt jirjestatuteks,
kui leidub sarnasusteisendus f: X —+ Y. Hulkade X ja Y sarnasust
tihistatakse kirjutisega X ~ Y.
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Ulesanne. Niidata , et osaliselt jiirjestatud hulkade sarna-
sus on ekvivalentsusseos igas hulgas, mille elemendid on osaliselt
Jjérjestatud hulgad.

Mirgime, et ki f: X — Y on bijektsioon, siis tingimus
z1 € 73 © f(x1) € f(z2) on samaviime sellega, et 7; < 27 &
& flz1) < flza), sest 7y = x5 & f(21) = f(z2). Kui samastest
hulkadest iiks on lineaarselt jirjestatud, siis on lineaarselt jirjesta-
tud ka teine hulk. Kui hulgad X ja Y on lineaarselt jirjestatud,
siis nende sar ks piisab, et bij f: X = Y rahuldab
tingimust z; € 2 = f(z1) < f(z2) (v6i samaviiirset tingimust
x < 2p = flz) < f(z2)). Pohjenduseks mirgime, et kui
fx1) € flza) ja kui oletada, et z; < =z ei kehti, siis z; > 23,
millest aga jireldub eeldusega vastuoluline f(z,) > f(z2).

Naited. 1. Vahemikud (a,b) ja (¢,d) on sarnased, kui neis
vaadelda loomulikku jirjestust, sest bijektsioon

fay= G0tk

on kasvay, siilitades seega jirje.atuse,

z € (a,b),

n
2. Hulgad.N;a{z % 4, e

sega on sarnased, sest bijektsioon f(n) = n—"—‘“‘ n € IV, siilitab

-} loomuliku jérjestu-

Jjirjestuse.

3. Olgu naturaalarvude hulgas IV kérvuti loomuliku jérjestuse-
ga < vaatluse all ka selle poordjirjestus <—'. Oletame, et eksisteerib
bijektsioon f : IV — IV, mille korral ny < ny = f(ni) <™ f{na).
Olgu £(1) = n. Siis 1 < 2 taten £(1) <=' f(2) ehk f(2) < f(1) = .
Analoogiliselt saame, ct f(3) < n,...,f(n + 1) < n. Kuid siis
f(2),...,fin+1) € {1,...,n — 1}, mis on vastuolu. Sellega cleme
niiidanud, et loomulik ja selle pirdjarjestus hulgas IV ei ole sar-
nased.

Kui ].u:eaa.r-:elt ]m‘]ﬂslﬂtud hulgad on sarnased, siis acldakse,
nad on sama jirj loogiliselt hulga
radgitakse ka siin hulga jirj iifibist kui koigi vaadeldava hul-
gaga sarnaste lineaarselt jirjestatud hulkade klassist, aga ka kui
omadusest olla sarnane koigi hulkadega teatud lineaarselt jarjestatud
hulkade klassist. Hulga A jarjestustiiiipi tahistatakse A. Vordluseks
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voimsuse tihisega A mérgime, et jirjestustiiiibi moiste korral ei
peeta oluliseks, millised on hulga elemendid, vaimsuse maiste korral
aga pole oluline, millised on hulga elemendid ja milline on nende
jirjestus. Seega vdib hulga véimsuse mdistet vaadelda kahekordse
abstraktsioonina, jérjestustiiiibi maistet aga iihckordse abstrakt-
sioonina.

Definitsioon. Osaliselt jiirjestatud hulka nimetatakse tiieli
jirjestatuks, kui tema igas mittetiihjas osahulgas leidub vihim

et tiielikult jarj 1 hulk on lineaarselt jarjesta-
tud, sest tema igas lmheelemendxlmas osahulgas {x,y} on iiks ele-
memldest Z ja y vihim, seega kas z € y véi y € 2.

Definitsiconist jareldub ka, et taielikult jirjestatud hulga iga
osahulk on taielikult jarjestatud.

Niited. 1. Koik 1oplikud lineaarselt jirjestatud hulgad on
téielikult jirjestatud.

2. Naturaalarvude hulk IV loomuliku jérjestusega on taielikult
jérjestatud.

3. Hulk IV jirjestusega 1 <3< 5<...<2<4<6<...on
tiifelikult jirjestatud, sest igas osahulgas on vihim element vihim
paaritute arvude hulgast, kui neid aga pole, siis vihim paarisarvude
hulgast.

4‘ Hnlk IV loomuliku Jaqestuse poormmestusega €i ole tiie-
likult ji d, sest tema | lgas pole vihimat ele-
menti,

5. Loomulik jérjestus hulkades Z, @, R, (a,b), [a,b] ci ole
taielik.

Definitsioon. Tiielikult jirjestatud hulkade jirjestustiiipe
nimetatakse ordinaalarvudeks.

Jiirgnevas vaatleme poh]ahkuma.lt Lmehknlt Jirjestatud loendu-
vate hulkade jarj pe ehk | larve, Paralleel-
selt sellega d jil i ik

Mirgime, ct lupllke taielikult (ehk uneaarsrlt) jérjestatud hul-
kade jiirj téh ide arvuga vordsete natu-
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raalarvudega. Loomuliku jirjestusega naturaalarvude hulga jirjes-
tustiiiipi t'ahlstatakw tithega w. Sulhse tiiiibiga on ka niiteks hulk

L2 B Hulk{ s
n+ ntl” n+1
titiipi, sest siin on olemas uumme elemenl, naturaalarvude hulgas
viimast pole, sarnasusteisendus aga viib viimase elemendi viimaseks.
Taolise hulga titiibiks loetakse w + 1.

{5‘5,. .,1} ei ole sama

Vaatleme kahte lineaarselt jérjestatud hulka A ja B, kusjuures
olgu AN B = 0. Midrame hulgas AU B jirjestuse jirgmiselt: hulga
A elemendipaarid, samuti hulga B elemendipaarid siilitavad oma
jarjestuse; kui @ € A ja b € B, siis olgu @ < b Kui @ ja g on
vastavalt hulkade A ja B jirjestustiifibid, siis tihistame taoliselt
jirjestatud hulga AU B jirjestustiifipi o + § (liidetavate jirjekord
on siin oluline).

. lisades w tiifipi hulgale iiheclemendilise hul-
on 1, saime hulga tiiibiga w + 1. Analoogi-
liselt, niiteks hulga (% Zhe ﬂ: i
on w+ m, hulga {1,3,5,...,2,4,6,...} (kus elemendid on kasvavas
jérjestuses) jirjestustiiiip on aga w + w. Jirjestustiiipide liitmine
ei ole kommutatiivne, sest niiteks n + w w (lisades w tiiipi
hulgale 1aplikn hulga tema el idost vilksomaid el ¢
muutu iihendi tiliip), scega n +w # w +n. Samal ajal on selge,
et jirjestustiiiipide liitmine on assotsiatiivne, s.t. (a + ,ﬁ) +y=
=a+(8+7)-

Vaatleme lineaarselt jirjestatud hulka A, mille elemendid on
paarikaupa mitteldikuvad lineaarselt jirjestatud hulgad B,. Jarjes-
tame hulga B = u B, jirgmiselt: samasse hulka B, kuuluvad
elemendid siilitavad oma jarjestuse, kui aga by € B,,, by € By, ja
B,, < B,, (jdrjestus hulgas A), siis olgu by < bs. Selliselt muutub
hulk B lineaarselt jirjestatud hulgaks. Niitame veel, et kui hulk
A ja koik hulgad B, on tiielikult jarjestatud, siis ka hulk B on
saielikult jarjestatud. Olgu C C B. Et A on tiielikult jirjestatud,
siis nende hulkade B, seas, kus €N B, # @, leidub esimene, olgu ta
B,,. Kuna B,, on tiielikult jirjestatud, siis tema osahulgas CNB,,
on olemas esimene element, mis on fihtlasi esimene element hnlgas

,1,2,...,m} jirjestustiiiip
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Kui hulga A jarjestust on a ja hulkade B, jarjestustiiiibid
on fi,, siis hulga B jérjestustiiiipi nimetatakse tiiiipide 4, summaks
tiiiibi @ jargi. Kui koik hulgad B, ou sama tiiiipi 8, siis nimetatakse
nende tiifipide summat tiiibi « jirgi tiitipide 3 ja o korrutiseks 8- o
(jarjekord on siingi oluline).

Niiteks w + w = w -+ 2, {ildisemalt w+.

+w = w-n, samal

ajal 2-w = w ja n:w = w. Ratsionaalarvudest koosnev hulk

{33 LTI, 1+7 R ST

'3 "n+1" 3’ n+1"" 2’
2 n ao st

m-t-i,...‘m-l-r ,}unjarjeatusluuhlgau‘w, seda tihis-

tatakse veel w?. Seega tekib jérjestustiiip w?, kui iihendada mitte-
lgikuvate w tiiiipi hulkade jada. Analoogiliselt, kui fihendada w?
tiiiipi hulkade jada, saame w? - w tiiiipi hulga, seda tahistatakse w®.
Niiviisi jitkates véib d da w™ tiifipi jirj hulga iga n
korl:l. Seejarel véime moodustada summa w+w?+...+w"+... =

= 3, w", mida tihistatakse w*. Taolise jirjestustiiiibi saab reali-
=1

1
seerida naiteks nii, et jirjestame vahemikus (0, 5) asuvad ratsi I-

1.2
arvud w tiiipi hulgaks, vahemikus (E'E) asuvad ratsionaalarvud
w? tiiiipi hulgaks, Gildiselt, vahemikus (E, %) asuvad ratsio-
n'n
naalarvud w™ tivipi hulgaks. Koigi nende hulkade iihend on
tiilibiga w*. Jargnevalt moodustame hulgad titipidega w +1,...,
W Wy W w2,

W wh,

W R+ W = W el
e = w2, w ey w® - w, mida tihistame
W e w2, e
WL bl = LD Ly et

=l e =

Y g

Summa w + w* + w4

. tihistatakse slimboliga

E

W véi e. Edasi voime moodustada hulgad jirjestustitiipidega
e+l etw,....e+e=¢€-2... e-€=¢ jne. Kuna vaadeldud



ordinaalarvud on lophku vol loenduva hulga loplike v0| loenduvate
hulkade iithendi jarj iiibid, on nad koik loend

Eespool kasitlesime jirj uiipide ari ik Ihul
liitmist ja korrutamist. Jargnevas nieme, et ordinaalarve on véi-
malik ka jirjestada.

Lause, Kui X on taielikult jirjestatud hulkja f: X - Xp C X
sarnasusteisendus, siis iga € X korral f(z) 2 z.

Tgestus. Oletame vastuviiiteliselt, et hulgas X leidub elemente,
mis seda vorratust ei rahulda. Siis nende hulgas on esimene, olgu
ta z1. Seega f(z,) < z;. Olgu zo = f(z) < 7. Et f on sarna-
susteisendus, giis f(zo) < f(z1) = zo. Kuid zo < 2y ja f(z0) < 2o
riifigivad vastu sellele, et x, on esimene vorratust f(z) > z mitte-
rahuldavate elementide hulgas.

Olgu X taielikult jirjestatud hulk ja z € X. Vaatleme hu]]m
{v € X |y <z}, s.o. koigi el dist = viiksemate el
hulka. Tahistame teda X (z) ja nimetame segmendiks. Kui zp on
esimene element hulgas X, siis X (zo) = 0.

Lause. Tiielikult jarjestatud hulk ei ole sarnane iihegi oma
segmendiga.

Toestus. Kui leiduks sarnasusteisendus f: X — X () C X, siis
J(z) € X(z), s.t. f(z) < z, mis on aga vGimatu.

Jareldus. Taielikult jirjestatud hulga kaks erinevat segmenti
ei saa olla sarnased.

Péhjenduseks mérgime, et kui X (2) ja X(z;) on erinevad seg-
mendid, siis niiteks T, < r;, mistdttu z, € X(z2) ja X(z1) D1:|
hulga X (x3) segment.

Lause. Kahe tiielikult jirjestatud hulga vahel ei saa olla rohkem
kui iiks sarnasusteisendus.

Taestus. Olgu X ja ¥ tiielikult jirjestatud hulgadja f: X+ ¥,
g: X — Y erinevad sarnasusteisendused. Siis leidub x € X nii,
et f(z) =, 9(z) = pa, 1 # y2- Olgu niliteks y; < yo. Siis
w1 € Y(ya), kuid y1 ¢ Y (1), seepirast ¥'(;n) # Y(y2). Segment
X (z) teisendub funktsiooniga f segmendiks Y (y;) ja funktsiooniga
g segmendiks ¥ (y2), s.t. X(z) on sarnane segmentidega Y (y1) ja
¥ (yz). Sellest aga jireldub, et ¥ (y) ja Y (y2) on omavahel sarnased,

66

mis on le lansele

Asjatdestatud lausest jareldub, et ainus sarnasusteisendus tiie-
likult jarjestatud hulgalt iseendale on samasusteisendus.

Lisame korvalmiirkusena, et kahe lineaarselt jarjestatud hulga
vahel voib olla ka rohkem kui {iks sarnasusteisendus. Vaatleme
niiteks loomuliku jérjestusega tiisarvude hulka Z. Iga fikseeritud
téisarvu k korral on nihketeisendus Sy : Z — Z, kus Si(l) =+ k,
l e Z, jarjestust sailitav bijektsioon.

Definitsioon. Qeldakse, et ordinaalarv a on viiksem ordinaal-
arvust § (ja kirjutatakse a < f), kui téielikult jirjestatud hulk
jérjestustiiiibiga « on sarnane jirjestustiiibiga 8 hulga mingi seg-
mendiga.

On selge, et kui a < 3 ja 8 < 7, siis a < 7. Paneme veel tihele,
et samaaegselt ei saa kehtida o < § ja a = 5, sest siis oleks hulk
jirjestustiliibiga A sarnane oma segmendiga, mille jrjestustiitip on
. Samuti ei saa kehtida samaaegselt a < 3 ja a > 3, sest siis oleks
téielikult jirjestatud hulk sarnane oma segmendi segmendiga ehk
iseenda segmendiga.

Teoreem. Mistahes ordinaalarvude a ja 8 korral leiab aset
parajasti iiks kolmest voimalusest a < 8, a = 8, a > 8.

Teoreemi vaib sonastada ka jirgmiselt: kahe tiielikult jarjesta-
tud hulga X ja ¥ korral leiab aset parajasti iiks kolmest véimalusest
X=>Y, X~Y(y), ¥ =X(z).

Enne teoreemi otsest tdestust toome veel iihe iseseisvat huvi
pakkuva viite. Vaatleme ordinaalarvu £, olgu W (€) koigi temast
vaiksemate ordinaalarvude hulk. Niiteks sellise hulga, mille jirjes-
tustiliip on £, koigi segmentide jirjestustiiiibid moodustavad hulga
w(g).

Lause. Hulk W(£) on tiielikult jirjestatud ja tema jérjestus-
tiliip on £.

Taestus. Vaatleme tiielikult jirjestatud hulka X, mille jirjes-
tustiliip on £ Olgu funktsioon f: X — W(¢) sellme, mis lga.le
elemendile 2 € X seab di X(z) jarj
On selge, et f on bijektsioon. Ta on ka sarnasusteisendus, sest kui
1< Ty, siis X (z)) on segment hulgas X (z2), seepiirast f(z,) < f(za).
Hulga X taieliku jirjestatuse tottu on ka W(£) tiielikult jirjestatud
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ning nende jrjestustiiiibid iihtivad.

Teoreemi téestus. Vaatleme ordinaalarve a ja . Olgu V =
= W(a) N W(B). Kuna V on taielikult jirjestatud hulga (niteks
W (a)) osahulk, siis on ta téielikult jirjestatud. Olgu tema jiirjestus-
tiiip . Toestame, et 7 € @ Ja 7 < §, seejuures analoogia kaalut-
lustel piisab neist niiteks esimese tdestamisest,

Kui V = W(a), siis v = o, seepiirast vaatleme juhtu V' E Wia).
Kuid € V jan € W(a)\V, siis hulga W(a) lineaarse jirjestatuse
tattu § < n véi n < 8. Naitame, et teine vorratus ei saa kehtida.
Kuna § € W(a) ja d € W(g), siis § < a jad < 5. Kui kehtiks
n < 4, siis saaksime ) < & ja 7 < B, s.t. 7 € V. Seega jab ainult
voimalus § < . Kuna W(a)\V on hulga W (a) osahulk, siis leidub
temas esimene element £, secjuures £ < a. Et hulk W(a) sisaldab
kbik ordinaalarvust & viiiksemad ordinaalarvud ja € € W(a), siis ta
sisaldab ka kéik ordinaalarvust £ viiksemad ordinaalarvud, kusjuu-
res need koik moodustavad hulga V. See aga tihendab, et hulga V'
jarjestustiiiip on £ ning vy =§{ < a.

Niisiis, 7 < o ja ¥ € 8. Seejuures i ole véimalik, et samaaeg-
selt 7 < @ ja v < f3, sest siis v € W(a) ja y € W(B) ning seega
+ € V. Kuna V koosneh oma jirjestustiiiibist viiksematest ordi-
mnaalarvudest, siis oleks ¥ < 7, mis on voimatu. Seetdttu jidvad
voimalused

y=a, y=p (sisa=4),

y=a, y<f (sisa<f),

y<a, =7 (disa>4f).
Teoreem on toestatud.

Lause, Iga ordinaalarvudest koosnev hulk on taielikult jarjes-
tatud.

Toestus. Tarvitseb tdestada, et igas ordinaalarvudest koos-
nevas hulgas X leidub csimene element. Valime vabalt elemendi
£ € X. Kui £ on vahim element hulgas X, on lause toestatud.
Vastasel korral on hulk W(€) N X mittetithi ning olles téielikult
Jiirjestatud hulga W (£) osahulk, sisaldab esimese elemendi, mis on
esimeseks elemendiks ka hulgas X.
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Paneme tihele, et iga ordinaalarvu £ korral £ < £ + 1, sest
kui A on tdielikult jirjestatud hulk, mille jarjestustiiiip on £, siis
vottes b @ A ja defineerides a < b iga a € A korral, saame tiielikult
Jarjestatud hulga B = AU{b}, mille jirjestustiiiip on £+1. Seejuures
A = B(b), mistottu £ < £+ 1.

Vaatleme olukorda, kus A C B ning hulk B on tiielikult jirjes-
tatud tiilibiga . Siis on tdielikult jirjestatud ka hulk A ning tema
jarjestustiiip a rahuldab vorratust o € 3. Taepoolest, vastasel
korral oleks # < a, mis tihendaks, et hulk B oleks sarnane oma osa-
hulga A seg liga ehk iseenda mis on aga voimatu.

Lause. Koigiloend dinaalarvude hulk on mitteloend

Tgestus. Oletame vastuviiteliselt, et koik loenduvad ordinaal-
arvud saab jirjestada jadasse ay,as,...,@p,... . Moodustame or-
dinnalacvde: o, B AT, Simma: ordinaalary s-hngl; olgu mee
o; ta on loenduvate hulkade loenduva iihendi jirjestustiiiip, seega
loenduy. Secjuures iga n korral a,, < a, sest a, on a tiiipi hulga

hulga jarjs iitip. Kuid ordinaalarv a + 1 on ka loenduv, kus-
juures @ < a + 1 tottu @, < o+ 1 ning seega o + 1 # o, igan
korral. Saadud vastuolu téestab lause viite.

4. Zermelo teoreem. Selle teoreemiga saame muuhulgas
anda vastuse eelmises paragrahvis piistitatud hulkade voimsuste
vorreldavuse probleemile.

Teoreem (Zermelo teoreem). Iga hulk on taielikult jirjestatav.
(Teoreem viidab, et iga hulga X korral leidub téieliku jirjestuse
seos hulgas X).

Toestus. )/aAl.leme hulka X = {tdielikult jirjestatud Xo |
Xp C X}, st. hulga X elementideks on hulga X osahulgad kdigi
vbimalike tiielike jirjestustega nendes; seega voib sama elementide
koosseisuga osahulk Xo € X esineda hulga X elemendina korduvalt
vastavalt sellele, kui palju on erinevaid véimalusi hulka X tdielikult
jirjestada. Vaatleme hulgas X seost Xy € X, mis midratakse
tingimustega

1) Xo C Xy,

2) kui 2,y € Xg ja z < y hulgas X, siis < y hulgas X,

3) kui z € Xg jay € X, \ Xo, siis = < y hulgas X;.
Niitame, et defineeritud seos on osalise jirjestuse scos hulgas X.

Koigepealt, on selge, et Xo € Xg, .. seos on refleksiivne. Kui
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Xo € X ja X; £ Xy, siis sisalduvused Xo C X, ja X; € X an-
navad, et hulgad Xp ja X, koosnevad samadest elementidest. Peale
selle, kui z € y hulgas Xy, siis Xy € X tdttu ¢ < y hulgas X, ja
vastupidi, kui z < y hulgas X, siis X; € Xo téttn z < y hulgas
’(n, s.t. uhhmd kaja.rjrstuswd hulkades X ja X,. Niisiis on hulgas
X d d seos

riline. Kui Xp < X5 ja Xy < Xo,
siis 1) Xo C Xy ja Xi C X, lubavad jireldada, et Xp C Xa; 2) kui
x,y € Xp ja r < y hulgas Xy, siis r < y hulgas X, millest omakor-
da jareldub, et x € y hulgas X3; 3) kui z € X ja y € Xa \ X, siis
u € Xo\ Xy korral zg € X, téttu z < y hulgas Xo, agay € X, \ Xp
korral z € y hulgas X, millest jireldub, et z < y hulgas Xg,
jarelikult Xg € X,. Sellega on niidatud ka hulgas X lel
seose transitiivsus,
Niitame, et igal lineaarselt jirjestatud osahulgal Xp C X on
illemine toke. Olgu X, = U Xo. Kuiz,y € X, siisz € Xp € Xp

jay € X; € Xg ning Xy lmeamm jestatuse tottu Xy < X voi
X; € Xo. Kui niiiteks Xy € X, siis 7,y € X, ning defincerime
scose T € y hulgas X,, kui z < y hulgas X,. Seos z < y hulgas X,
on itheselt mairatud, sest km veelz € X' e Xpjaye X\ € Xp
ning naiteks z,y € X', siis X3 € X’ korral tingimuse 2) pohjal
z € y hulgas X', aga X;' € X, korral ei saaks olla y < 7 hulgas
X', sest 2) tottu oleks siis y < z hulgas X;. Veendume kdigepealt,
et hulk X, on osaliselt jirjestatud. On selge, et x € X, korral
2 £ x hulgas X.. Kui z <y jay < z hulgas X,, siisz € Xp € X
jay € ¥y € Xy, kuid Xy lineaarse jirjestatuse téttu Xo U Yy € Xo
(kas Xy C Yo, siis Xo U Yo = Yo, v8i Y5 C X, siis Xo U Yy = Xp).
Seepiirast z,y € XoUYj ning z € y ja y <  hulgas XoU Y, millest
jireldub, etz =y. Olguz < yjay < z hulgas X.. Siis z € Xo € Xo,
yeEYpeXgjaze Zye Xpningz € y hulgas XpUYp € Xp ja
¥ € z hulgas Yo U Zy € Xo. Kuid siis z € y ja y € z hulgas
Ao U Yy U Zy € X, millest jireldub, et = € z hulgas Xo UY; U Zg,
s.t. ka hulgas X.. Niitame, et X, on tiielikult jarjestatud. Olgu
Y C X.,Y # 0. Siis leidub Xy € Xg nii, et Y N Xp # @ (kui
€Y C X,,siis £ € Xp € Xp). Kuna Xy on tiielikult jirjestatud,
siis tema osahulgas ¥ N X leidub esimene element o, s.t. 7o < y
igay € ¥ N Xo korral. Kui aga y € ¥ \ X, siis y € X, € X, kus
Xo € X1 (Xo lineaarse jiirjestatuse tottn Xo < Xy voi X; € Xo,
kuid viimasel jubul oleks y € Xo), kuid 2o € Xo ja y € X, \ Xo
korral =g € y hulgas X, seega ka hulgas X,. Sellega on niidatud,
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et 7 on vihim element hulgas ¥ ning saadud, et X, on tiielikult
jarjestatud, mistdttu X. € X. Vahetult on kontrollitav, et X, on
hulga Xg ilemine toke.

Kuratowski-Zorni lemma pohjal leidub hulgas X maksimaalne
element Xpg, see on maksimaalne tiielikult jirjestatud osahulk hul-
gas X. Kuileiduks zo € X\ Xqo, siis laiendades hulga Xop jarjestust
hulgale Xqp U {zo} nii, et = € zq iga r € Xgo korral, saaksime hul-
gale Xop hulga X jirjestuse mottes jirgneva Lale.l.lkult j-i!_]eﬂhtud

hulga Xoo U {zo}, mis oleks lus hulga Xoo
Seega Xop = X.
Teoreem on toestatud.
Eespool tutvusime konk taielike jirj loendu-

vates hulkades. Kui sooviksime kirjeldada mingit t#ielikku jarjestust
niiteks hulgas IR, siis peame silmas pidama, et taielikult jarjestatud
hulk /R peab sisaldama oma segmentidena kdikvdimalike tiieliku
jérjestuse tiilipidega loenduvad osahulgad. Nagu niigime, on loen-
duvate ordinaalarvude struktuur viiga mitmekesine, koik nad kokku
aga moodustavad mitteloenduva hulga.

Zermelo teoreemist jareldub, et mistahes vdimsust v&ib vaadel-
da kui mingi téielikult jirjestatud hulga voimsust. Vaatleme kahte
vdimsust @ ja b ning hulki A ja B, kus A = a ja B = b. Hulgad
A ja B saame tiielikult jirjestada ning eelmises punktis toestatud
teoreemi pohjal voib viita, et leiab aset parajasti iiks kolmest voima-
lusest

hulgad A ja B on sarnased (siis a = b),
hulk A on sarnane hulga B mingi segmendiga (siis a < b),
hulk B on sarnane hu].ga A mingi uegmmdiga (siis b £ a).

Ulesanded. 1. Toestada, et iga vaimsustest koosnev hulk on
taielikult jarjestatud.

2.* Olgu R osalise jirjestuse seos hulgas X. Toestada, et lei-
dub lineaarse jarjestuse seos L hulgas X nii, et R C L, zhk men
oelrleﬂ iga osalise jirjestuse saab laiendada li Jar

dide: Kasutada Kur i-Zorni lemmat.
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3." Toestada, et kui X on osaliselt jarjestatud hulk, siis leidub
A © P{X) nii, et X =~ X, kus hulgas I peetakse silmas sisaldu-
vusjarjestust.

Ulesande viiide tdhendab, et iga osaline jirjestus on sarnane
mingi sisalduvusjirjestusega, ehk sisalduvusjirjestus on universaal-
ne osalise jirjestuse kirjeldamiseks.

4." Toestada, et iga loenduv lineaarselt jirjestatud hulk on
sarnane ratsionaalarvude hulga mingi osahulgaga.

Seega on ratsionaalarvude hulk oma loomuliku jarjestusega uni-
versaalne koigi loenduvate lineaarsete jirjestuste kirjeldamiseks.

§12. Lausearvutuse pohimaisted

Lause on meil pdhimaiste, mida me ¢i defineeri teiste iildisemate
méistete kaudu. Nagu hulga maiste puhul, méfratleme lause moistet
igapéevase keele vahendeid kasutades.

Lauseteks on loomuliku keele laused, mis midagi véiidavad. See-
Jjuures

1) iga lause on kas téene véi viiir (villistatud kolmanda seadus);

2) iikski lause ei ole korraga toene ja viidr (mittevasturddkivuse

seadus).
Niisugused printsiibid véetakse ette klassikalises loogikas. Lause-
arvutuse mottes ei ole laused nditeks loomuliku keele kiisklaused
"Jookse”, kiisilaused "Mida sa teed”, sest nad ei viiida midagi.
Samuti ei ole lausearvutuses lauseteks paradokse viljendavad laused,
niiteks kui keegi iitleb "Ma valetan praegu”, siis selle viite tdeseks,
aga ka vadraks lugemine viib vastuoluni lause sisuga.

Igal lausel on tdeviidrtus tdene vdi viifir, mida lihidalt tihista-
takse t ja v. Kasutatakse ka tihti ¢ ja f (inglise keeles true, false)
v&i numbreid 1 ja 0,

Lausearvutuse eesmirk ei ole uurida lausete sisulist tihendust,
vaid antud lausetest unte lausete moodustamist. Jargnevas tutvume
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tehetega, mis seda voimaldavad ji kehtivad jé ised pohi-
métted:

1) uusi lauseid v8ib moodustada suvalistest komponentlausetest,
nende sisuline méte pole tihtis;

2) moodustatava lause téeviirtus sdltub ainult komponent-
lausete toevadrtustest.

Tahistame lauseid suurte ladina (tavaliselt tihestiku algusosa)
tihtedega A, B,C,... .

Definitsioon. Lausete A ja B konjunktsioon A A B on téene,
kui A ja B on mélemad tdesed.

Ki ka tahi ALB. Igapi keeles vastab kon-
junktsioonile séna "ja”.

Definitsioon. Lausete A ja B disjunktsioon AV B on toene,
kui viahemalt. iiks lausetest A voi B on toene.

Tavakeeles vastab disjunktsioonile sna " vai", kuigi igapdevases
elus esineb sdna "voi® tolgendamist nii, et molema komponentlause
ioesus korraga ei ole lubatav.

Definitsioon. Lausete A ja B implikatsioon A = B on téene,
kui A on vadr v6i B on tdene.

Kasutatakse ka tihistust A - B, A D B. Tavalises keeles vil-
Jjendab inmplikatsiooni fraas "kui A, siis B". Vastavus pole aga piris
tapne, naiteks loogikas on "1+ 1 = 3 = karu ei ole loom” téiesti
korrektselt moodustatud téene lause, kuigi kdnekeeles loetakse see
tavaliselt védraks vbi mottetuks.

Definitsioon. Lausete A ja B ckvivalents A ~ B on tdene,
kui A ja B toeviiirtused on vordsed.

Kasutatakse veel tahistusi A < B, A + B. Tavatekstides vl
jendatakse ekvivalentsi sénadega "parajasti siis, kui".

Definitsioon. Lause A eitus |4 on tdene, kui A on
Teiste tahistustena on kasutusel A ja —A.
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Kaoik toodud tehete definitsiconid saab esitada iihises tabelis:
A B|ANB|AVB|A=3B|A~B| T4
t t t

t t t v
t v v t v v v
v ot v t t v t
v v v v t t t

Tehete kirjutamisel lepitakse kokku nende tugevusjérjekord,
mis tavaliselt on
T A v =~

ja tdhendab, et vasakul on enne sooritatav, paremal pérast soori-
tatav tehe. Naltcks AA BV CAD tuleb mista (AA B)V (C A D).
Tehete viljend. i likult ka sulge, niiteks kir-
jutises (AvV B)A(Cv D) ei voi sulge ira jitta. Sulge ei tule vaadelda
tehtena, vaid nende abil niiidatakse tehete jirjekorda.

Lauseawutuse tehete uurimiscks voetakse kasutusele muutu-
jad, jad, neid tahi kse ladina tihestil
Iopuosa suurte tihtedega X, Y, Z. Nendest moodustatakse tehete
abil valemid. Siin on analoogia algebraga, nditeks

1+ 2 (liitmistehe) x +y (avaldis)
AV B (disjunktsioon) X VY (lausearvutuse valem).

Lausearvutuse valemid tihistame suurte ladina kirjatdhtedega
A,B,C,.... Tapsem valemi miiratlus on jirgmine.

Definitsioon. Valemid on ainult need avaldised, mis moodus-
tatakse jargmiste reeglite alusel:

1) iga muutuja on valem;

2) toevidrtused t ja v on valemid;

3) kui A ja B on valemid, siis AV B, AAB, A= B, A~Bon
valemid;

4) kui A on valem, siis |4 on valem;

5) kui A on valem, siis (.4) on valem.

Niiteks avaldis (A V B) A (C v D) on valem, kui A, B, C, P on
valemid.

Definitsiconist jireldub, et valem saab soltuda loplikust arvust
muutujatest. Seega vdib iga valemi tinglikult kirjutada
A(Xy,..., Xq)
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Valemis esi jatele antavaid to komp-
lekte nimetatakse virtustusteks, seega (X3,..., X,) vaartustus on
hulga {¢,v}" = {t,v} x ... x {t,v] clement. Igale muutujate viir-

A SRR
n tegurit

tustusele seab valem vastavusse oma toevaartuse (s.o. ¢ voi v)
sellel vairtustusel, mis tihendab, et valem on vaadeldav funkt-
sioonina A: {t,u}" — {t,v}. Siin v6ib kilsida, kas iga funktsicon
f: {t,v}™ = {t,v} on tekitatud mingi valemi poolt? Vastuse sellele
anname hiljem.

Valemi muutujate viirtustuste hulk on alati 1aplik, seepirast
saab koigile viirtustustele vastavad tdeviiirtused esitada nn. tée-
vaartustabelina.

Naide. Vaatame valemit A(X,Y,2) = X AY V (Y = Z).
Tema téeviirtustabel on

X Y Z|XAY|Y2Z|XAYV(Y=22)
&t ot t t t
t 2w [ v t
t v ot v t t
t v v v t t
v ot v t 3
v t v v v v
v v ¢ v t t
v v v v t t

Mirgime, et kui toevairtuste hulgas {t,v} kasutada jirjestust
t < v, siis muutujate (X,Y, Z) vidrtustused on selles tabelis kir-
jutatud hulga {t,v)® alfabeetilises ehk leksil ises jirjestuses.
Sama printsiipi jirgisime juba tehete definitsiconide tabelis ja nii
kirjutatakse véirtustused ka suvalise arvu muutujate korral. Vaib
veel tiihele panna, et kui valemis on n muutujat, siis nende viirtus-
tusion 2", ja kui valemis on m tehtemiirki (arusaadavalt m > n-1),
siis igal vadrtustusel on vaja teha m tehet, mistdttu tabeli koos-
tamine tervikuna nouab 2" - m tehet.

Definitsi Valemit ni kse samaselt tdeseks, kui ta
on tene iga viirtustuse korral.

Valem A(X;,...,X;) on niisiis samaselt toene, kui iga
(@1,...,an) € {t,v}" korral A(ay,...,@,) = ¢. Samaselt tdesed
on nditeks valemid X VX ja ¢, kuid mitte X v Y.
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Definitsi Valemit, ni kse samaselt viiiraks, kui ta
on viiir iga viirtustuse korral.

Valem A(Xi,...,X,) on seega samaselt viir, kui iga
(a1,..., %) € {t,v}"* korral Ay, ...,a,) = v. Niiteks on samaselt
visirad X AT]X ja v, mitte aga X VY,

Definitsi Valemit ni k avaks, kui ta on
viihemalt ithe vdirtustuse korral tene. Valemit nimetatakse kum-
mutatavaks, kui ta on viihemalt iihe viiirtustuse korral visr.

Niisiis on valem A(Xi,...,X,) kehtestatav, kui leidub
(ai,...,aq) € {t,v}" nii, et A(o,...,a,) = ¢, ning kummutatav,
kui leidub (ay,... @) € {t,v}" nii, et Ao, ... a0} = v. Koik
samaselt tdesed valemid on ka kehtestatavad, koik samaselt vidrad
valemid ka kummutatavad.

Vahetult definitsioonidest jareldub

Lause. Kehtivad véited

1) A on samaselt toene parajasti siis, kui 7.4 on samaselt viir,
2) A on samaselt vair parajasti siis, kui |.4 on samaselt toene,
3) A on kehtestatav parajasti siis, kui A ei ole samaselt viiir,
4) A on kummutatav parajasti siis, kui A ei ole samaselt toene.

Valemite toodud nelja omaduse kindlakstegemiseks on iiks voi-
malus da nende toevair belid. See nduab lopliku arvu
tehete sooritamist. Monikord saab nende omaduste iile otsustada
ka vahetult, naiteks kui valemid A ja B on samaselt toesed, siis AAB
on samaselt toene.

§13. Substitutsioon

Substitutsioon on Wllen:e Jui funkl‘xloorlldr lutﬁmkts:oon ehk

itsioon ja ta voi nusi

Definitsioon. Valemite A, ..., A, substitutsiooniks ehk asen-
duseks valemisse A muutujate X,,...,X, asemele nimetatakse
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valemit, kus valemis A esinevad muutujad X X, on asendatud
valemitega A,,..., Aq. Taolist substitutsiooni tahistatakse
A(Xy 1 Ay, ooy X An)e

Niiide. Vaatleme valemeid A = X A (X ~ Y) = W ning
A =X =V, A= |W, Ay = X AY. Siis asenduse tulemusena
AX : ALY A2, 2 Aa)—(X:Y)A('( Y~ W)= W.
Valemis A ei ole sltuvust teda mill i el
asendata. Muutujat W aga ei d pi , et teda il
eeskirjas ei ole.

Vardluseks volb tuua analitiisi kursusest mitme muutuja funkt
sioonide  liitfunktsiooni ise, niiteks funk
flz,p,2) = z + y muutujate z ja z asendamisel vastavalt funkt-
sioonidega p(u, y) ja ¥(u,v) saame f(x :p,z: ) = plu,y) + .

Kuigi me definitsioonis juba iitlesime, et peale asendamist saa-
me valemi, tuleb see téestada, pohjendades niiviisi definitsiooni kor-
rektsust.

Lause. Suvaliste valemite A, ..., 4, ja A(X,..., Xn) korral
on A(X; : A,..., X, : Ay) valem,

Tiestus. Toestame vajaliku viite indukisiooniga valemi ehituse
Jargi.

1) Kui A = t vdi A = v, siis asendamine teda ei muuda. Olgu
valemiks .4 muutuja X ehk A = X. Kui X iihtib mingi muutujaga
X, mis asub asendatavate locteclus, siis peale asendamist saame
A(Xy : Ayye.., X, A,) = Ap Kui aga X ei kuulu asendatavate
muutujate hulka, siis A(Xy 1 Ay, Xp s Ap) = XL

2) Olgu A = B AC (sama arutelu sobib ka tehete v, =, ~
ja 7] jaoks, kui nad on valemis A viimasena tehtavaks tehteks),
kus B ja C on sellised valemid, et B(X; : Ai,..., Xy : An) ja
C(X:1: Ar,..oy Xu: An) on valemid. Siis

A(Xy: ALy Xn 1 Ag) =
=B(Xy: Aryeey Xu t Ag) AC(Xy 2 Aryoon Xn 0 An)

on valem, sest ta on kahe valemi konjunktsioon.
Lause on toestatud.

Teoreem (substitutsioonitecreem). Kui valem A on samaselt
thene, siis suvaliste valemite Ay,...,. 4, korral on substitutsioon
A(Xy 2 Ay, Xn o A,) samaselt toene.
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Toestus. Teame, et peale asendust saame tulemusena valemi

A(Xy: Ay, ..., X, 0 A,). Tahistame selle kdiki muutujaid ¥i,..., ¥,

(siin on valemite A,,..., A, muutujate ja valemis A asendamisele
mittekuuluvate muutujate iihend). Olgu (ay,..., o) muutujate
Y1,..., Y suvaline viidrtustus, Siis

AKXy A X Aadlan, o) =

=AlAi (a1,-.cnam), o Ao, am), @y )=t

asendatud muutujatele asendamata
vastavad tdevairtused _muutujate
toevidrtused

sest A on samaselt toene,
Teorcem on toestatud.

Substitutsiconiteoreemil on oluline roll aksiomaatiliste teoo-
riate iilesehitamisel. Nendes vietakse ette teatud hulk valemeid,
mis loetakse samaselt toesteks. Ukskdik milliseid substitutsicone
neisse ka tehakse, saadakse samaselt toesed valemid.

§14. Loogiliselt samaviirsed valemid

Lausearvutuse valemi A(X,..., X,) muutujatele véime lisada
nende hulgas puuduva muutuja Y, vaadeldes niiteks valemit
AA (Y V]Y). Viimase toevirtus ei soltu tegelikult muutujast
¥, vaid on midratud muutujate Xy, ..., X, vaartustusegn Lapselt
nagu A téevii Taolist jate hulga laiend
peamegi edaspidi silmas, kui valemis méni kirjutatav muutuja puu-
dub.

Vordluseks toome funktsiooni f(z) = 2%, mida véib vajadusel
vaadelda ka kahe muutuja funktsioonina f(z,y) =

Edaspidi vaatleme kurduvalt luphku hulga valemite {ihendmuu-
tujaid, s.t. koiki neid j ad vih It {ihes vaadel-
davatest valemitest.

Definitsioon. Valemeid A ja B nimetatakse loogiliselt sama-
wviiirseteks, kui nende ihendmuutujate Xy, ..., X, iga viirtustuse
(e, ..., ) korral

Al ... an) = Blay, ..., an).
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Loogilist samavidrsust tahistatakse A = B. Margime, et loogi-
line samavairsus on seos suvalises valemite hulgas.

Teoreem. Loogiline samaviirsus on ekvivalentsusseos suvali-
ses valemite hulgas.

Tdestus. Teoreem vididab, et vaadeldav seos on refleksiivne,
siimmeetriline ja transitiivne. Toestame neist ainult transitiivsuse,
sest, teiste omaduste kehtivust naidatakse tapselt samade ideedega.

Olgu A = B ja B = C, tahame tdestada, et siis 4 = C. Olgu
X1,y Xy valemite A, B, C ithendmuutujad. Valime nende suvalise

viidrtustuse (ay,..., o). Siis eelduse tottu
Aley, ... 00) = Blay,...,an)
ja
Blay,...,an) =Clag,...,an),
millest

Alar, ...y om) = Clon, ...y an).
Teoreem on téestatud.

Miirgime, et loogiliselt samaviirsed voivad olla ka valemid, mis
sisaldavad erinevaid muutujaid. See on voimalik, kui nendest muu-
tujatest, mis on erinevad, sdltuvust ei ole, nditeks X A (Y v |Y) =
=XA(ZVZ)=X

Jéargnevalt esitame moned tihtsamad samaviirsused, mis itht-
lasi iseloomustavad tehete omadusi:

NTNx=x,
2) a) XAY =Y AKX,
by XVvY (kommutatiivsus)
X~Y=
3) &) (XAY)AZ= X A(Y AZ),
b) (XVY)VZ=XV(YVZ), (assotsiatiivsus)
(X ~¥)~Z=X~ (Y ~2),
4) a) (XVYIAZ=XAZVYAZ, .
b) XAYVZ=(XVZ)AXYZ), (distributiivsus)
5) :% o i) (idempotentaus)



6) a) XAL=X,

Tx ¥ (duaalsus)

G X=Y=XATY),

9) a) XAY =7](X =Y),
B)XVY=TX=Y,

10) a) X ~Y=(X=3YV)A(Y = X),
B X~Y=XAYVI]XATY.

Giki neid saab toestada, kirjutades vilja esinevate valemite
toevildrtustabelid. Osa neist on jirelduvad ka teistest, nditeks 9a
jareldub samaviirsusest 8¢, 9b jdreldub samaviirsusest 8b ning
need jéreldused on ka potratavad.

i d 7-10 vdimaldavad iihtede tehete asendamist
teistega, mida kinnitab

Lause. Iga valemi korral leidub temaga samaviiirne valem,
mis sisaldab ainult jirgmisi tehteid:

a)A ja ],

b)v ja 1,

c) = ja .

Téestuseks mirgime, et a) pdhjendusel k iirsusi
8¢, 10b Jasamavaaraumt Th (v6i Ta) saadavat Xv¥ = I( |XA1Y)|
b) péhjend fiiirsusi 8b, 10b ja samaviiirsusest
Ta (vdi Th) saadavat X A Y = (X v ]¥); ¢) pohjendamisel kasu-
tame samaviirsusi 10a, 9a ja 9b.

Siianiesitatn pohjal véime delda, et valem on muutujate, tde-
véidrtuste ja tehtemirkide teatud reegleid rahuldav jirjest kirjutis
(kirjutises vGivad esineda ka sulud, aga need niitavad ainult tehete
jirjekorda).

Definitsioon. Valemi kui kirjutise osa nimetatakse osavale-
miks, kui ta saaclakse jirgmisi printsiipe jargides:
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1) valemi osavalemiks on valem ise;

2)kui A=BAC, A=BVC, A=B=Cvii A=B~C,siis
A osavalemiks on suvaline B voi C osavalem;

3) 7] A osavalemiks on suvaline A osavalem.

Naiited. 1. Valemi A = X AY V Z = (X AY) osavalemid on
A XAYVZ XAY,X,Y, Z Kirjutis Y v Z ¢ ole A osavalem.

2. Valemi A = 7|(X v7]X) osavalemid on 4, X v7|X, X, ]X.

Olgu valemil A osavalem B. Kui B asemele kirjutada (iihte véi
mitmesse esmemlasc) valemiga B saunava.arnc valem By, siis saadud
valem .4; on val Selle pohjendusel leme
thhiele, ot igal vArtustusel on B ja Bi theviirtused vacileed, séaga
vorduvad ka A ja A; toeviartused.

Anname 1dpuks veel iihe valemite samav&irsuse esitusvéimaluse.

Teoreem. Samaviirsus A = B kehtib parajasti siis, kui valem
A ~ B on samaselt toene.

Taestus. Olgu valemite A ja B iihendmuutujad X,..., X,.
Siis samaviiirsus A = B kehtib parajasti siis, kui iga visrtustuse
korral Alay,...,a,) = Blay,...,a;) ehk (4 ~ B)(ay,...,a,) = 1.
Viimane vérdus aga tihendab, et 4 ~ B on samaselt toene.

Teoreem on toestatud.

§15. Disjunktiivne normaalkuju

Nagu algebras avaldised on ka lausearvutuses valemid maistlik
teisendada kujule, mis oleks mingite noutud omadustega. Eelmises
paragrahvis nigime, et suvalisel valemil on samaviirne valem, kus
on kasutatud ainult kahte tehet: a) A ja |, b) Vija'], ¢) = ja].
Jirgnevas nieme, et on ka teisi voimalusi, mis véimaldavad valemile
anda struktuurilt loomuliku kuju.



1. Disjunktiivne normaalkuju ja selle tielikkus.

Definitsi Lihtkonjunktsiooniks ehk element: i =
siooniks nimetatakse muutujate voi nende eituste konjunktsiooni.
A {liselt defineeritakse liht- ehl el isiunk

Lihtkonjunktsioonid on niiteks XAY, JXATY, X, XAJYAZ,
XAYATY.

Definitsi Lihtkonj jiooni (samuti lihtdisjunktsiooni)
nimetatakse téielikuks, kui vaadeldavatest muutujatest igaiiks esineb
tipselt ithe korra.

Juhime téihel sellele, et tiielikkus soltub siin deld.

hulgast. Kui vaadeldal jaid X, Y, Z, siis viimati
esitatud niidetest on tiielik neljas, aga mitte esimesed kolm. Téielik
ei ole ka viimane niide, kuid seda hoopis teisel pohjusel: temas
esineb nii ¥ kui ka Y.

REY for I kirjutistes } ahi X=X
jaX¥ ="]X, samuti iildtihisena X, kus a vaib olla iiks toeviartus-
test t voi v.

Lemma. Kehtib X® =t & X =a.

Taestus. Kui o = ¢, siis X® =t & X =1 X = a. Kuiaga
a=yssX*=ta X"=t& X=taeX=veX=a

Iga lihtkonjunktsiooni saab esitada kujul

XA AXD, (1

kusn<k<2m,1=i1 $iz€...<ik=njaay,...,ox € {t,v};
seejuures vilistame voimaluse, el P # q korral ay = ag ja ip = dq.
Viimane tingimus tihendab niiteks seda, et konjunktsioon XAXAY
on juba asendatud temaga 5a pohjal samaviirse konjunktsiooniga
XAY.

Lause. Lihtkonjunktsioon (1) on vairtustusel (8y,...,8)
toene parajasti siis, kuik=nja fi=a;,i=1,...,n

Toestus. Tingimus k > n on samaviiirne sellega, et mingi muu-
tuja X; esineb konjunktsioonis koos eitusega | X;, mis omakorda
tahendab, et (1) on vir igal vidrtustusel,
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Kui aga k = n, siis on viite tdestuseks samaviirsuste ahel

(XP AL AXE)(Byyeeny Bu) =t e
& igai=1,...,n komral f{" =t &
4 igai=1,...,n korral §; = a;,

milles esimene viljendab konjunktsiooni mbistet, teine aga tugineb
lemmale.

Vaatleme muutujate X1, . .., X, lihtkonjunktsioone Ky ..., Km
ja nende disjunktsiooni

KV VEm. (2)

Loomulik on siin eeldada, et lihtkonjunktsioonid valemis (2) on
omavahel erinevad (kahe ku]\l] {1) oleva konjunktsiooni korral vihe-
malt iihes neist esineb X" "‘ mida teises pole), sest eelmises para-
grahvis toodud samavidirsuse 5b pohjal véime korduvatest konjunkt-
sioonidest alles jitta ainult iihe. Méirgime veel, et lihtkonjunkt-
siooni moiste kohaselt ei ole vajalik kéigi muutujate X,,..., X,
esinemine valemites K;. Vaartustuse (ay,...,0n) korral kehtib
(KqV.. .VKm )@, ..., @q) =1t parajastisiis, kui leidubi € {1,...,m}
ni, et Ki{ay,...,a,) = t. Viimase vorduse iile saab aga otsustada
viimatitdestatud lause abil, arvestades ainult neid toeviiirtusi lmmp—

lektist o, ..., @, mis vastavad lih ji Ki
muutluatele
Definitsi Valemi disjunktiivseks lkujuks nimeta-

takse temaga loogiliselt samavairset valemn. kujul (2).

Antud valemil vdib olla ka rohkem kui iiks disjunktiivne nor-
maalkuju.

Niide. Olg\l A(X,Y) = X = Y. Eelmises paragrahvis esi-
tatud samaviirsus 8b annab valemi | X vV kui tema disjunktiivse
normaalkuju. Kuid ka X AY VX AY VX AT]Y on valemiga A
samaviirne (seda vGib kontrollida nditeks toeviirtustabelite abil),
olles samuti disjunktiivne normaalkuju.

Deﬂnitslnnn Valeml t.ald)kuks disjunktiivseks normaalku-

Juks kse temaga | A valemit kujul (2),

mis koosneb tiielikest lihtkonjunktsioonidest.
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Valemi téielik disjunktiivne normaalkuju koosneb niisiis taieli-
kest lihtkonjunktsioonidest ja nagu nditab jirgnev lause, saab va-
hetult leida viirtustused, mille korral ta on toene.

Lause. Taielike lihtkonjunktsiconide disjunktsioon
XEUALAXT VXS ALLAXI Y L VEEA AKX (3)

on toene parajasti vifrtustustel (aq, ... 0m), 1 =1,...,m.

Téestus. Valem (3) on viirtustusel (a,..., a,) toene parajasti
siis, kui leidub i € {1,...,m} nii, et X790 A X% (ay, ..., 00) = £.
Viimane vordus leiab aga aset parajasti siis, kui
F=1.s. 0.

Naide. Valem X A T¥ AZVIXAYAZV X ATY AT)Z kui
téielikul disjunktiivsel normaalkujul olev on tene parajasti vadrtus-
tustel (¢, v,2), (v,1,1) ja (v,v,v).

Teoreem. Valemil eksisteerib taielik disjunktiivne normaal-
kuju parajasti siis, kui ta on kehtestatav. Téielik disjunktiivne nor-
maalkuju on liikmete jirjekorra tapsuseni iiheselt méiratud,

= aij,

Taestus on tegelikult juba antud viimatiesitatud lausega: an-
tud kehtestatava valemi korral on iiheselt m&iratud tema muutujate
need vartustused, millel ta on toene, ning ja&b ainult vilja kirju-
tada valem (3). Samaselt viifiral valemil aga ei eksisteeri vifirtustusi,
mille korral ta oleks toene, seega pole ka temaga samavaarset valemit
3).

2. Seos tiieliku konjunktii kuj Eelmises
paragrahvis antud samaviirsused Ta ja 7b niitasid konjunktsiconi
ja disjunktsiooni duaalsust eituse suhtes. See véimaldab disjunktiiv-
se normaalkuju korral esitada valemit ka duaalsel, konjunktiivsel
normaalkujul. Lihtdisjunktsioonide konjunktsiooni

DyA...ADp, (4)

mis on tiielik, voime kirjutada

(XE VL VXS AL A(XE VLV XEm), (5)
Olgu valem A kujul (5). Siis
TA =1 A...ADR)=TD1 V...V Dy =
=X ALLATIXS VLY TP AL AT X,
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Kui 8 = (81,...,0,) on mingi viiirtustus, siis

AF)=v & JAB) =t
& Jie{l,...om} ((JXP" AL ATIXGR)(B8) = 1) «
 3iVie(l..n} OXE) =0
& 3ivi (X)) =1 e
& 3iVj (8 =Tlay) & 3] (ay =18

Toodud arutelu ditleb, et valemi téieliku konjunktiivse normaalkuju
(5) kirjapanekuks tuleb leida need viirtustused, millel valem on
viar, votta nende vaartustuate eitused (komponentide kaupa), mida
siis k da valemis (5). likult on vG&imalik lihtuda valemi

ielik disjunktiivsest lkujust (3), mis annab kohe viir-
tustused, kus valem on téene. Need vadrtustused, kus valem on
viar, on siis tiiend hulgas {t,v}". Arusaadavalt on see protsess
pboratav, s.t. taielikust konjunktiivsest notmaa].ku]uat (5) lihtudes
saab leida viidrtustused, kus valem on viir, mi:
tused lubavad vilja kirjutada taieliku disjunktiivse normaalkuju.

Niiide. Valem A(X,V) = XAYV]XA Y on tiielikul disjunk-
tiivsel lkujul. Ta on tdene vair (t,t) ja (v,v) ning
viadr vidrtustustel (¢,v) ja (v,t). Viimaste eitused komponentide
kaupa on (v, t) ja (t,v) ning valemi tiielik konjuktiivne normaalkuju
seega (X V I¥)A (X VYY),

Valemil eksisteerib taielik konjunktiivne normaalkuju parajasti
siis, kui ta on mmg‘ll védrtustusel vadr ehk parajasti siis, kui ta
on b des veel il viime elda, ct
valemil, mis ei u]e samaselt toene ega samaselt vaar, on olemas

olemad, nii thielik disjunktiivne kui ka téielik konjunktiivne nor-
maalkuju. Samaselt toesel valemil on aga ainult tiielik disjunktiivne
normaalkuju, samaselt viifiral valemil ainult tdielik konjunktiivne
normaalkuju.

Moot

veel, et nil disjunktii kui ka konjunktiivne nor-
maalkuju on igal valemil: samaselt viira valemi disjunktiivne nor-
maalkuju on niiteks Xy AT X V.. VX, A | X, samaselt tGese valemi
konjunktiivne normaalkuju on niiteks (X1 V] X7)A. . A(XaV | X0).

Niiid on viga lihtne vastata eespool piistitatud kiisimusele,
kas iga funktsioon f: {t,v}" — {t,v} on tekitatud mingi valemi
poolt? Tarvitseb ainult votia {t,v}" elemendid, millel f viirtuseks
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ou t, ja kirjutada viilja valemi tiielik disjunktiivne normaalkuju, véi

Iselt, need {t,v}" el lid, millel f viirtus on v, lubavad
leida valemi taieliku konjunktiivse normaalkuju.

3. Taielikule disj iivsel lkujule teisend
mine. Valemi tiieliku disjunktiivse nor lkuju leidmiseks vaib

moodustada tema tdeviiirtustabeli ja kasutada neid vidrtustusi,
millel valem on téene. Teine vimalus on kasutada loogiliselt sama-
viidrseid valemeid, minnes implikatsioonidelt ja ekvivalentsidelt iile
konjunktsiocnidele ning lopetades tiieliku normaalkujuga. Selle
teisendamise loomulik jérjekord on jirgmine (iihtlasi vaatleme naite-
na valemi (X ~ ¥) = Z teisendamist):

1) asendame valemis esinevad implikatsioonid ja ekvivalentsid

samavadrsuste 8¢ voi 8b ja 10b alusel:
(X~Y)=22Z=XAYVIXATY=22Z=
=NUXAYVIXAGY)VE=

2) viime eitused 7a ja 7b kasutades vahetult muutujate ette
ning samaviirsuse 1 pohjal jitame dra kahekordsed eitused:
=SNXAYIATIOXAYIVE=
NXvINA(TIXVTIY)vZ=
=(IXvI)A(XvY)vZs=s

3) d A saa iy y foonid distrib
4a kasutades konjunktsioonide d.munktsmumd?gll

IXAXVY)VIVA(XVY)VZ=
=S I XAXVIXAYVIYAXVIYAYVE=

4) kui esineb védraid k I s.t. esinevad
samaaegselt X; ja 7] X;, siis vBime need fira jitta (kui esinevad ainult
It viidirad konjunktsioonid, siis valem on samaselt viar ja

samaviirne valemiga v), vordsetest konjunktsioonidest jitame alles
ainult iihe:

=1XAYVIFAXVEZS=
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5) tilieliku disjunktiivse leuju iseks tuleb iga liht-

konjunktsioon teha tdielikuks: kui niiteks lihtkonjunktsioonis K

puudub muutuja X, siis samaviirsusega
K=KAXVIX)=KAXVEATX

oleme mélemasse lihtkonjunktsiooni K A X ja K A7) X lisanud muu-

tuja X. Vajadusel tuleb sellist votet ]wrrata ja lopuks jitta omava-

hel vird: iielik lihtkonjunk i alles ainult iiks:

= 1 XAYAZVIXAYAJZVXATYAZV
VXATYAIZVXAYAZVXAIY AZY
VIXAYAZVIXATNYAZ=
XAYAZVXAIYAZVXAY AT|ZY
v ‘]xaynzvjxnyﬂzv‘p(ﬂynz
Saadud tiicli} i lkujust véib vilja lugeda
ka vidrtustused, millel valem on téene: (,¢,¢), (f,v,t), (t,v,v),
(1,4,8), (v,t,v), (v,v,8). Muidugi saab ka 4.etapi lépuks leitud
disjunktiivsest normaalkujust lihtudes leida need vaart.usmsed ml]—
lel valem on téene, lisades seal esi d
toeviiriustele kéikvoimalikud puuduvate muutujate toevidriusie
kombinatsioonid. Naiteks lihtkonjunktsioon Z maarab 4 vairtustust
(t.2, t) (t v, t) (o't‘t) (u v, t), millel valem on téene.

mottekust isel

n

Niide. Kui valemis on 20 muutujat, siis véfirtustusi on 22° =
= 1024 a 10°. Toeviiirtustabel, mille igal lehekiiljel on 50 viirtus-
tust, sisaldab 20 000 lehekiilge. Igal véirtustusel tuleb valemi tde-
vidrtuse leidmiseks teha vihemalt 19 tehet (niipalju on minimaalselt
valemis tehtemirke). Samal ajal ei ole eriti raske ette kujutada
teisendamise eri etappidel tehtavate asenduste arvu (sisuliselt piisab
esimesest neljast etapist). Praktikas el ole muutujate arv 20 sugu-
gi suur, niiteks elektroonikaskeemid, mida saab kirjeldada lause-
arvutuse valemitega, voivad sisaldada mirksa rohkem muutuvaid
elemente.

(Nesanded. 1. Leida kolme muutuja valem, mis on téene
parajasti siis, kui kaks muutujat on vairad.

2. Leida kolme muutuja valem, mis on sama téeviirtusega kui
enamus muutujaid.
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3. Olgu valem taielikul konjunktiivsel normaalkujul. Moodus-
tame koigi sinna mittekuul téielike lihtdisjunktsioonide kon-
Jjunktsiooni, seejirel asendame koik tehted A tehtega v, tehted v
tehtega A, muutujad X; muutujatega “|X; ja muutujad TX; muu-
tujatega X,. Toestada, et saadud valem on esialgse valemi tiielik
disjunktiivne normaalkuju.

4." Toestada, et muutujatega Xi,..., X, valem on samaviirne
valemiga, mis kasutab ainult tehtemirke A, V ja =, parajasti siis,
kui tema tiielik konjunktiivne normaalkuju ei sisalda liiget
X v...v]X,.

5.* Toestada, et valem, mis kasutab tehetena ainult ekviva-
lentsi, on samaselt tdene parajasti siis, kui iga muutuja esineb vale-
mis paarisarv kordi.

6." Taestada, et valem, mis kasutab tehetena ainult ekvivalentsi
ja eitust, on samaselt toene parajasti siis, kui iga muutuja ja eitus
esinevad valemis paarisarv kordi.

§16. Jareldumine lausearvutuses

Olgu Ay, ..., A, ja B valemid ning X;,..., X,, nende ithend-
muutujad .

Definitsioon. Oeldakse, et valemitest A4, ..
valem B, kui iga a € {t,v}™ korral, kus A;(a) = #,1
tib B{a) = t. Defineeritud jéreldumist tihistame A, ,.

A, jireldub

Mérgime, et, nagu varemgi, voib igaiiks valemitest .4; ja B
kasutada viirtustusest o ainult osa komponente.

Teoreem. Valemitest A,,..., A, jireldub valem B parajasti
siis, kui valem A; A... A A, = B on samaselt tGene.
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Téestuseks on samaviiiirsuste ahel:

Al AL A Aq = B on samaselt tdene &

Vae {to)™ (A A Ad 2 B)la)=1) &
Va ((A1A...Ad)(a) =vVBla)=t) &

Ya (kui (A3 A... A Ax)(a) =t, siis Bla) =t) &
Va (kui Ai{a) =1, i = 1,...,n, siis B(a) = 1) &
A, A FB.

Teoreemist jireldub, et antud valemite A;,..., A, ja B korral
saab lépliku arvu lausearvutuse tehetega kindlaks tcha, kas
A, b B vii mitte (lopliku arvu tehetega saab koostada
A...A Ay = B toeviirtustabeli). Muidugi vaib leida
ka valemi A, A ... A A, = B disjunktiivse normaalkuju, mis nuab
I6pliku arvn samavisrsuste kasutamist teisendamisel.

Jireldamine ei ole tehe, vaid on seos valemite hulgas, tipsemalt,
kui meil on vaatluse all mingi valemite hulk X, siis - on seos hulkade
TUXU...= ﬁlxl‘ ja X vahel.

i=

R 2 A

Niited. 1. Kas X =Y, Y =2 X FX ~¥?
2. Kas X =Y FY= X7
Vastused saame toevidrtustabelist

X Y|X=Y|Y=>x‘(X=Y)A|X~Y|(x<.y);‘-

¥ =X Y =X)
t ot t t t t t
t v v t v v t
v i t v v v v
v oov t t t t t

Kahe celviimase tulba iihtimine annab, et (X = V) A (Y = X} =
(X ~ Y) on samaselt toene ning niite 1 kiisimuse vastus on jaatav,
viimane tulp aga iitleb, et ndite 2 kiisimuse vastus on eitav.
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