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Hulgateooria

1870. aastad: nn naiivne hulgateooria, G. Cantor.

1899-1902: paradoksid hulgateoorias (Cantori paradoks,
Russelli paradoks).

v

v

v

1908: aksiomaatiline hulgateooria, E. Zermelo

v

1922: hulgateooria aksimaatika tdiustamine, A. Fraenkel

Paljudes matemaatika harudes kasutatakse siiamaani naiivset
hulgateooriat, ka meie vaatleme seda.

Aksiomaatilist hulgateooriat kasutatakse seal, kus on oluline viltida
hulgateoreetilisi paradokse v6i uurida teatavate matemaatiliste
probleemide pdhimdttelist lahenduvust/mittelahenduvust.
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Hulga maiste

» Hulk on iiksteisest erinevate objektide ehk hulga elementide
kogum, mida vaadeldakse iihe tervikuna.

» Kahte hulka loeme vordseteks, kui nad koosnevad samadest
elementidest. Elementide jarjestus ega muud elementide
omavahelised vahekorrad olulised ei ole.

» Hulki tahistatakse tavaliselt suurte ladina tdhtedega A, B, C
jne, hulga elemente aga véikeste ladina tihtedega a, b, ¢ jne.

» Kui element a kuulub hulka A, siis kirjutame a € A, vastasel
korral a & A.

» Hulki kirjeldatakse tavaliselt kas elementide loeteluna kujul
{a,b,...}
vdi moodustamise eeskirja kaudu kujul
{x...} VOi {x]...}



Naiteid hulkadest

» Hulk elementidega a, b on {a, b}.
» Arvuhulgad
e naturaalarvude hulk N ={0,1,2,...}
e tdisarvude hulk Z ={...,-2,-1,0,1,2,...}
e ratsionaalarvude hulk
Q={g9g:qg=2meZ,nec{l,2,3,...}}
e reaalarvude hulk R
e kompleksarvude hulk C = {z:z = x+ iy, x,y € R,i? = -1}
» Intervallid
o 15k [a,b] = {x: x € R,a< x < b}
e vahemik (a,b) ={x:x € R,a< x < b}
e poolldik [a,b) = {x:x € R,a < x < b}

poolldik (a,b] = {x: x € R,a < x < b}
Tiihi hulk @: hulk, milles pole iihtegi elementi
Kas kdigi hulkade hulk on hulk?

v

v
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Alamhulk

Definitsioon

Hulka A nimetatakse hulga B alamhulgaks ehk osahulgaks, kui
kéik hulga A elemendid kuuluvad ka hulka B.

Tahistatakse A C B v6i A C B vdi B D Avdi B D A.

Ulaltoodud definitsioonis esinevat hulka B nimetatakse ka hulga A
tilemhulgaks.

Hulga A kaigi alamhulkade hulka t3histatakse P(A).

Definitsioon

Hulka A nimetatakse hulga B parisalamhulgaks, kui hulk A on
hulga B alamhulk ja A # B.
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» Hulgal {a} on jargmised alamhulgad: 0, {a}.
» Hulgal {a, b} on jargmised alamhulgad: 0, {a}, {b}, {a, b}.
Uldiselt, kui hulgas on n elementi, siis hulgal on 2" alamhulka.

» Tiihi hulk 0 on iga hulga alamhulk (sealhulgas ka tiihja hulga
enda).

» Arvuhulkade vahel kehtivad sisalduvused
NczZcQcRcC.
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Alamhulkade omadused

Hulkade sisalduvusseosel C on jargmised pdhiomadused.

1. Refleksiivsus: iga hulga A korral AC A
2. Antisiimmeetrilisus: kui AC Bja BC A, sis A=B
3. Transitiivsus: kui AC BjaB C(C,siisACC

Antisiimmeetrilisuse omadust kasutatakse sageli siis, kui on vaja
tdestada, et kaks hulka on vdrdsed.
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Hulkade tihend

» Kahe hulga A ja B iihendiks nimetatakse hulka AU B, mis
koosneb nii hulga A kui ka hulga B elementidest:

AUB = {x:x e Avdi x € B}

» Mitme hulga A, kus a € A, iihend
U A
acA

koosneb kdigist niisugustest elementidest, mis kuuluvad
vahemalt iihte hulkadest A,.

» Venni diagramm
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v

Kui A= {1,2,3,4} ja B ={1,3,5,7}, siis
AUB={1,2,3,4,5,7}.

> Kui Aj=[i—3,i+ 3] kusi€Z,sis |J =R
i€Z
> Kui A, = (a,b), kus a,b € Q, siis |J A,p=R.
a,beQ

v

Kaikide hulkade A ja B korral AC AUB ja BC AUB.

Iga hulga A korral |J {a} = A.
acA

v
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Hulkade thisosa

» Kahe hulga A ja B iihisosaks nimetatakse hulka AN B, mis
koosneb hulkade A ja B iihistest elementidest:

ANB={x:xeAjaxe B}
» Mitme hulga A, kus a € A, iihisosa
1 A
acA

koosneb kdigist niisugustest elementidest, mis kuuluvad
igaiihte hulkadest A,.
» Venni diagramm
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v

Kui A={1,2,3,4}, B={1,3,5,7}, siis AN B = {1,3}.

> Kui A, = (— n+1,n+1) kus n € N, siis (| = {0}
neN
> Kui A, = (0, 747), kus n € N, siis (] =0
neN
> Kaikide hulkade A ja B korral ANBC Aja ANBCB.
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Uhendi ja iihisosa omadused

» |ldempotentsus:
AUA=A, ANA=A
» Kommutatiivsus:
AUB=BUA, ANnB=BnNA
» Assotsiatiivsus
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NC=ANn(BNC(C)
» Distributiivsus

AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANC

~—

» Neelduvus
AU(ANB)=A, AN(AUB)=A



Hulga taiend

» Tihti on kasitluses fikseeritud teatav hulk X ja kaik
vaadeldavad hulgad on selle hulga alamhulgad. Sellisel juhul
nimetatakse hulka X universaalseks. Nt v&ib universaalse
hulga rollis olla kdigi reaalarvude hulk, tasandi kdigi punktide
hulk jne

» Olgu fikseeritud teatav universaalhulk X. Hulga A taiendiks

nimetatakse k&igi nende hulga X elementide hulka A’, mis ei
kuulu hulka A:

A ={x:x¢&A}.

» Venni diagramm
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Taiendi omadused

» De Morgani seadused
(AUB)Y =ANHB, (AnB)Y =AUB
» Kahekordse tdiendi seadus
A// — A
» Universaalse hulga ja tiihja hulga reeglid

0 =X, =0,
AUA =X, AmA’ 0
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Muud hulgateoreetilised tehted

» Kahe hulga A ja B vaheks nimetatakse hulka A\ B, mis
koosneb kdigist niisugustest elementidest, mis kuuluvad hulka
A, aga ei kuulu hulka B:

A\B={x:xeAjax¢B}

» Kahe hulga A ja B siimmeetriliseks vaheks nimetatakse
hulka AA B, mis koosneb kéigist elementidest, mis kuuluvad
kas hulka A v&i hulka B, aga mitte mdlemasse korraga:

AAB={x:(xcAjax¢gB)Vvdi (x¢AjaxeB)}

» Venni diagrammid
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Simmeetrilise vahe omadusi

» Kommutatiivsus
AANB=BAA

> Assotsiatiivsus
(AAB)AC=AA(BAC)
» Distributiivsus iihisosaga
AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
> Seos teiste tehetega

AAB=(AUB)\ (AN B)
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Hulgateooria tehete seos lausearvutuse tehetega

Olgu X universaalne hulk ja A, B C X. Peale selle olgu x € X.

Toome sisse lausemuutujad
A: x€eA
B: xe€B
Siis

» Viitele x € AU B vastab valem AV B
» Viitele x € AN B vastab valem A& B

> Viitele x ¢ A vastab valem —A

Milline valem vastab viitele x € A\ B? Milline viide vastab
valemile A— B?
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Hulkade otsekorrutis

» Kahe hulga A ja B otsekorrutiseks nimetatakse hulka A x B,
mis koosneb kdigist jarjestatud paaridest (x, y), kus x € A ja
y € B:
AxB={(x,y):x€AjayeB}
» Paarides on elementide jarjekord oluline.
» Lapliku arvu hulkade Ay, ..., A, otsekorrutis

Al X ... X A,

koosneb kdigist jarjestatud n-elemendilistest komplektidest
(X1,...,%n), kus x1 € A1, ..., xp € Ap.

» Jarjestatud n-elemendilisi komplekte nimetatakse
korteezideks v&i vektoriteks.
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» Kui A={1,2,3} ja B ={a, b}, siis
Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}.

» Kui A= B = [0, 1], siis otsekorrutist A x B vdib kujutada
tasandi thikruuduna.

» Kui A={a,b,c,d,e f,g,h} jaB=123456,7,8, siis
otsekorrutist A x B vdib vaadelda kui malelaua ruutude hulka.
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» Otsekorrutist A x A nimetatakse hulga A otseruuduks ja
tahistatakse A2

» Uldiselt, otsekorrutist A x ... x A, kus hulk A esineb n korda,
nimetatakse hulga A n-daks otseastmeks ja tdhistatakse A”.

Naiteks:

» R?2 = R x R esitab tasandi kdigi punktide hulka
» R3 =R x R x R esitab ruumi kigi punktide hulka

> R" esitab n-mddtmelise ruumi kdigi punktide hulka
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Otsekorrutise omadusi

» Otsekorrutis tiihja hulgaga:
Ax D=0, DxA=10
» Distributiivsus:

Ax(BUC)=(AxB)U(Ax ()
Ax(BNC)=(AxB)n(Ax ()
Ax(B\C)=(AxB)\(Ax ()
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Definitsioon

Eeskirja f, mis seab hulga A igale elemendile vastavusse hulga B
elemendi, nimetatakse funktsiooniks hulgast A hulka B.
Tahistatakse f: A — B.

» Kui funktsioon f seab elemendile x € A vastavusse elemendi
y € B, siis kirjutatakse y = f(x) v3i y = fx v8i f: x — y.
Elementi y = f(x) nimetatakse elemendi x kujutiseks,
elementi x nimetatakse elemendi y originaaliks.

» Definitsioonis esinevat hulka A nimetatakse funktsiooni
maaramispiirkonnaks. Hulga A kdigi elementide kujutiste
hulka nimetatakse funktsiooni vaartuste piirkonnaks.
Funktsiooni vaartuste piirkond kuulub hulka B.
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» Koolimatemaatikast tuntud funktsioonid, nt lineaarne
funktsioon y = ax + b, ruutfunktsioon y = x2,
trigonomeetrilised funktsioonid y = sinx, y = cos x jne on kdik
funktsioonid reaalarvude hulgast reaalarvude hulka: 7: R — R.

> Funktsioon f: R2 — R, mis seab reaalarvupaarile (x, y)

vastavusse reaalarvu x% + y2.
» Funktsioon f: Z — R esitab reaalarvuliste lilkkmetega jada.

» Samasusfunktsioon f: A — A, mis hulga A igale elemendile x
seab vastavusse elemendi x enda.

» Konstantne funktsioon f: A — B, mis hulga A igale elemendile
x seab vastavusse iihe ja sama elemendi ¢ hulgast B.
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Hulga kujutis ja originaal

Olgu antud funktsioon f: A — B.
» Hulga U C A kujutiseks nimetatakse hulka
f(U)={y e B:leidubx e U, ety="F(x)}
» Hulga V C B originaaliks nimetatakse hulka
fFFHV)={xecA:f(x) eV}
Naiteks

» sin(R) = [-1,1], In((0,1)) = (—0,0)
> sin~1({0}) = {kx: k € Z}, In"1([0,1]) = [0, €].

Diskreetse matemaatika elemendid Hulgateooria



Hulga kujutise ja originaali omadused

Kujutis Originaal
f(0) =0, f(A)C B IOy =0, F Y (B)=A
kui Uy C Uy, siis f(Ur) C f(Uz)  kui Vi C Vs, siis F~1(V4) C F~ (W)
F(UaUs) = Uaf(Us) F1 (U Vo) = Uaf~H( V)
f(NaUs) € Naf(Uy) F1(NaVa) = Naf 1 Vy)
1

Jarjestikune rakendamine:

Kui U C A, siis U C f~1(f(U))
Kui V C B, siis f(f~}(V)) C V
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Funktsioonide liigid

Funktsiooni f: A — B nimetatakse

» injektiivseks ehk iiksiiheseks, kui iga elemendipaari xq,
xp € A, x1 # xp korral f(x1) # f(x2)

» siirjektiivseks ehk pealekujutuseks, kui igal elemendil
hulgast B leidub originaal

» bijektiivseks ehk iiksiiheseks vastavuseks, kui funktsioon on
korraga injektiivne ja siirjektiivne

Injektiivne funktsioon on selline, kus iihelgi elemendil hulgast B ei
ole iile iihe originaali. Bijektiivne funktsioon on selline, kus igale
elemendil hulgast B leidub tapselt iiks originaal.
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» Funktsioon sin: R — R ei ole injektiivne ega siirjektiivne.

> Funktsioon sin: [—3, %] — R on injektiivne, aga mitte
siirjektiivne.

» Funktsioon sin: R — [—1, 1] on siirjektiivne, aga mitte
injektiivne.

» Funktsioon sin: [—%, %] — [=1,1] on injektiivne ja
siirjektiivne (ehk bijektiivne).
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Funktsiooni graafik

» Vaatleme funktsiooni f: A — B. Hulka
{(x,f(x)) : x € X}

nimetatakse funktsiooni f graafikuks ja tdhistatakse G(f).
» Graafik G(f) kuulub hulka A x B.

» Hulk C C A x B on mingi funktsiooni graafik parajasti siis, kui
kehtivad tingimused

1. iga x € A korral leidub y € B, et (x,y) € C (igale elemendile
hulgast A peab vastama mingi element hulgast B)

2. alati, kui (x,y1) € G ja (x,y2) € G, siis y1 = y» (iihelegi
elemendile hulgast A ei vasta kahte erinevat elementi hulgast
B)
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Funktsioonide kompositsioon

Definitsioon

Funktsioonide f: A — B ja g: B — C kompositsiooniks ehk
liitfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni gf : A — C, mis
defineeritakse tingimusega

igax € Akorral  (gf)(x) = g(f(x))

Kompositsiooni omadusi.

» Kompositsioon on assotsiatiivne: h(gf) = (hg)f.
» Kui f ja g on injektiivsed (siirjektiivsed, bijektiivsed), siis gf
on injektiivne (siirjektiivne, bijektiivne).
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Poordfunktsioon

Definitsioon

Bijektiivse funktsiooni f: A — B pdéérdfunktsioon on funktsioon
f~1: B — A seab igale elemendile y € B vastavusse selle elemendi
x € A, mille korral f(x) =y. St f~Y(y) = x & y = f(x).

Poordfunktsiooni omadusi.

» Kui funktsioonide f: A— B ja g: B — A puhul gf =1 ja
fg =1, siis leidub f~1 ja f1 = g.

» Kui funktsioonil f: A — B leidub pdérdfunktsioon f~1, siis ka
funktsioonil =1 leidub pdérdfunktsioon ja (f 1)~ = f.

» Kui funktsioonidel f: A — B ja g: B — C leiduvad
poordfunktsioonid, siis ka funktsioonil gf : A — C leidub
poordfunktsioon ja (gf )1 = f gL
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Hulga karakteristlik funktsioon

Definitsioon

Olgu X universaalne hulk. Hulga A C X karakteristlikuks
funktsiooniks nimetatakse funktsiooni xa: X — {0,1}, kus

) 1, kuixeA
x) =
XA 0, kuixd A

Hulgateoreetilised tehted karakteristlike funktsioonide kaudu:

xang(x) = min{xa(x), xg(x)} = xa(x)xs(x)

xaug(x) = max{xa(x), xg(x)} = xa(x) + xa(x) — xa(x)x5(x)
xa(x) =1—xa(x)

XA\B(X) = xa(x) — xa(x)xs(x)

XaxB(x,y) = xalx) x xs(y)
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Hulga vdimsus

» Ldpliku hulga vdimsus on tema elementide arv.

» Ldpmatute hulkade v3imsuste vérdlemiseks kasutame hulkade
iiksiihese vastavuse (bijektsiooni) maistet.

Definitsioon

Utleme, et hulgad A ja B on sama véimsusega, kui leidub
bijektsioon f: A — B.

Tahis: A ~ B, Geldakse ka, et hulgad A ja B on ekvivalentsed.
Kehtivad omadused
> refleksiivsus: A ~ A

» summeetrilisus: kui A ~ B, siis B~ A
» transitiivsus: kui A~ B ja B~ C,siis A~ C

Diskreetse matemaatika elemendid Hulgateooria



» Naturaalarvude hulk N ja tema alamhulk, mis koosneb
parajasti kdigist paarisarvudest, on sama v3imsusega.

» Hulgad N ja Z on sama v3imsusega.
» Reaalarvude hulgad [a, b] ja [c, d] on sama v&imsusega.

» Vahemik (a, b) ja hulk R on sama vdimsusega.
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Loenduv hulk

Definitsioon

Hulka, mis on sama véimsusega nagu naturaalarvude hulk,
nimetatakse loenduvaks hulgaks.

» Jarelikult on loenduvad parajasti need hulgad, mis on
esitatavad jadana {ag, a1, a2, ...}.

» Iga Idpmatu hulk sisaldab loenduvat osahulka.

» Loenduva hulga iga I8pmatu osahulk on samuti loenduv.
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Hotellikiilastajad

Hotellis Interstellar Galaxy on loenduv hulk tube, kdik haivatud.
Kas on v&imalik dra paigutada

» liks uus kiilastaja?
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Hotellikiilastajad

Hotellis Interstellar Galaxy on loenduv hulk tube, kdik haivatud.
Kas on v&imalik dra paigutada

» liks uus kiilastaja?
» 20 uut kiilastajat?
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Hotellikiilastajad

Hotellis Interstellar Galaxy on loenduv hulk tube, kdik haivatud.
Kas on v&imalik dra paigutada

» liks uus kiilastaja?
» 20 uut kiilastajat?

» loenduv hulk kiilastajaid?
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Hotellikiilastajad

Hotellis Interstellar Galaxy on loenduv hulk tube, kdik haivatud.
Kas on v&imalik dra paigutada

» liks uus kiilastaja?
» 20 uut kiilastajat?
» loenduv hulk kiilastajaid?

» kiilastajad, kes saabuvad rongiga, kus on loenduv hulk
vaguneid, igas vagunis loenduv hulk reisijaid?
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Hotellikiilastajad

Hotellis Interstellar Galaxy on loenduv hulk tube, kdik haivatud.
Kas on v&imalik dra paigutada

» liks uus kiilastaja?

» 20 uut kiilastajat?

» loenduv hulk kiilastajaid?
>

kiilastajad, kes saabuvad rongiga, kus on loenduv hulk
vaguneid, igas vagunis loenduv hulk reisijaid?

v

kiilastajad, kes saabuvad loenduva hulga niisuguste rongidega?
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Loenduvate hulkade omadused

Loenduva hulga ja 1&pliku hulga iihend on loenduv.
Kahe loenduva hulga iihend on loenduv.

Lépliku hulga loenduvate hulkade iihend on loenduv.

sl N

Loenduva hulga paarikaupa erinevate 18plike hulkade iihend on
loenduv.

5. Loenduva hulga loenduvate hulkade iihend on loenduv.

Naiteks:

» ratsionaalarvude hulk on loenduv

» kahe-, kolme jne md&tmelise ruumi ratsionaalarvuliste
koordinaatidega punktide hulk on loenduv

> ratsionaalsete kordajatega poliinoomide hulk on loenduv
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Cantor-Bernsteini teoreem

Definitsioon

Utleme, et hulga A véimsus ei iileta hulga B véimsust, kui leidub
injektsioon f: A — B.

Teoreem

(Cantor-Bernsteini teoreem.) Kui hulga A véimsus ei ileta hulga B
véimsust ja hulga B véimsus ei iileta, hulga A véimsust, siis hulgad
A ja B on sama véimsusega.

Teoreemi teine sdnastusvariant. Kui AC B C C ja A~ C, siis
A~ B~ C.

Diskreetse matemaatika elemendid Hulgateooria



Naiteid Cantor-Bernsteini teoreemi rakendamisest

» Vahemik (a, b) ja Iik [a, b] on sama v8imsusega, sest
(a,b) C [a,b] C R ja (a,b) ~R.

» Samuti (a, b] ~ [a, b) ~ (a, b).

» Hulgad R ja R? on sama vdimsusega.

» Uldiselt, hulgad R", kus n =1, 2, 3, ... on k&ik sama
véimsusega.
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Cantori diagonaalmeetod

Teoreem

Hulgad N ja (0,1) ei ole ekvivalentsed.
Tdestuse idee. Kui saaksime hulga (0, 1) elemendid kirjutada jadana

0,()4110512 BN 07 A
0,ap1002 ... tgj . ..

O,aj1cjp ... . ..

siis saame moodustada arvu 0,810 ...0; ..., kus f1 # a1,
B2 # 22, ..., Bj # «jj, .... See arv erineb kdigist varem
kirjapandud arvudest.
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Alamhulkade hulga v8imsus

Definitsioon

Utleme, et hulga A véimsus on véiksem hulga B véimsusest, kui A
véimsus ei iileta B véimsust, aga A ja B ei ole ekvivalentsed.
Teoreem

Hulga P(A) v8imsus on suurem kui hulga A v8imsus.

Testuse idee. Kui leiduks bijektsioon f: A — P(A), siis
defineerime hulga

B={x:x¢&f(x)}
Olgu b selline element, et f(b) = B.

» Kui eeldada, et b € B, siis b & f(b) ehk b & B.
» Kui eeldada, et b & B, siis b € f(b) ehk b € B.

Malemal juhul vastuolu.
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Naturaalarvude hulga alamhulkade hulga vdimsus

Teoreem

Naturaalarvude hulga alamhulkade hulk on sama véimsusega nagu
reaalarvude hulk, st P(N) ~ R.

Testuse idee. Piisab tdestada, et P(N) ~ [0,1).

a) Naturaalarvude hulga igale alamhulgale A seame vastavusse

reaalarvu 0,igirip ..., kus i,y = 1 v3i i, = 0 vastavalt sellele, kas
ke Avdi k & A.

b) Reaalarvule x € [0, 1) seame vastavusse alamhulga, mis sisaldab
/ ei sisalda elementi k vastavalt sellele, kas I3igu [0, 1) k-ndal
pooleksjagamisel j33b arv x esimesse vdi teise poolde.
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\V/&imsuste hierarhia

» Loenduva hulga véimsust t3histatakse Ng.

» Reaalarvude hulga vdimsust t3histatakse N; vdi c. Seda
nimetatakse ka kontiinumi vdimsuseks.

» Vastavalt Cantori teoreemile on hulgad N, P(N), P(P(N)), ...
jarjest suurenevate vdimsustega hulgad.

» Nende hulkade Uhend
M=NUPN)UPP(N))U...

on veelgi suurema vdimsusega.
» Hulgad M, P(M), P(P(M)), ... on jallegi jarjest suurenevate
vdimsustega hulgad jne.
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Kontiinumihiipotees

Kas loenduva hulga vBimsuse Xg ja reaalarvude hulga v&imsuse
(kontiinumi vdimsuse) Ry vahel leidub veel v3imsusi?

Kontiinumihiipotees vididab, et vahepealseid v&imsusi ei ole.

» 19039 tdestas Austria matemaatik Kurt Godel, et
kontiinumihiipoteesi eitus (vahepealsete vdimsuste olemasolu)
ei jareldu hulgateooria aksioomidest (Zermelo-Fraenkeli
aksioomid + valikuaksioom).

> 19063 tdestas Ameerika matemaatik Paul Cohen, et
kontiinumihiipotees (vahepealsete vdimsuste puudumine) ei
jareldu hulgateooria aksioomidest.

Seega kontiinumihiipotees on hulgateooria muudest aksioomidest
sdltumatu.
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